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Prefacio

P. Henrici da una definicién aproximada del Anélisis Numérico como “la teoria
de los métodos constructivos en Andlisis Matemdtico”, haciendo un especial énfasis
en la palabra “constructivos”. Durante mucho tiempo, las matematicas fueron to-
talmente constructivas, pues su tinico objetivo era llegar a la solucién de problemas
concretos. No obstante, a medida que los problemas sujetos a la investigacion ma-
tematica crecian en alcance y generalidad, los matematicos fueron interesandose,
cada vez mas, por cuestiones como la ezistencia, unicidad y propiedades cualitati-
vas de la solucién, antes que por su construccién. Una de las causas que condujeron
a esta situacién fue la escasa capacidad de célculo que hacia inutil el disenio de algo-
ritmos constructivos de la solucién de problemas complejos. No obstante, cuando
parecia que las matemdticas habian olvidado cualquier matiz constructivo, surgie-
ron los primeros ordenadores, los cuales devolvieron a los matemaéticos la esperanza
de poder construir las soluciones de los problemas. Fue entonces cuando nacié lo
que hoy denominamos Andlisis Numérico. Aunque muchas de las ideas bdsicas
en que se apoyan las técnicas numéricas actuales se conocen desde hace tiempo,
ha sido la capacidad de calculo aportada por los ordenadores (vertiginosamente
acrecentada con el transcurso del tiempo) la que les ha dado mayor vigencia e
importancia.

El Analisis Numérico es una herramienta fundamental en el campo de las cien-
cias aplicadas que trata de disenar métodos que aproximen, de forma eficiente, las
soluciones de problemas practicos previamente formulados matematicamente. En
la mayoria de los casos, el problema matemaético se deriva de un problema practico
en areas experimentales como la Fisica, Quimica, Biologia, Economfa. .. Sobre él
se aplican, tipicamente, dos tipos de estrategias generales:

a) Se dan por supuestas algunas hipdtesis de cardcter simplificador que permi-
ten llegar a una formulacién matemadtica resoluble. (Asf es como se procedié
tradicionalmente, hasta que se conté con las técnicas numéricas.)

b) Se prescinde de alguna de estas hipdtesis para llegar a una formulacién ma-
tematica més complicada, que no se puede resolver explicitamente, pero cuya
solucién puede calcularse de forma aproximada.

© Ediciones Pirdmide



14 Prefacio

Problema

. Solucién
= matematico =

Hipotesis

simplificadoras exacta

resoluble
Problema \—/
=
real ST N
Problema

Sin hipdtesis

- Solucién
= matematico =

no resoluble

Aunque de ninguna de las dos formas anteriores obtenemos la solucién del
problema original, a menudo resulta mas apropiado utilizar la segunda. Para ello,
se idea un algoritmo®, es decir, una secuencia finita de operaciones algebraicas y
logicas, que se espera produzca una solucién aproximada del problema matematico
y, en consecuencia, del fisico. La confirmacién de esta esperanza es, precisamente,
una de las principales tareas del Andlisis Numérico. En otras palabras, el come-
tido de la disciplina que nos ocupa es el disenio de métodos que conduzcan (y no
solamente de manera tedrica) a la solucién de los problemas planteados: estudiar
los algoritmos en profundidad para que se pueda saber de antemano cudles son
sus ventajas e inconvenientes, qué dificultades presentan a la hora de llevar a cabo
su programacién efectiva y seleccionar, en cada caso, el algoritmo més eficiente en
cuanto al almacenamiento de datos y al tiempo de computo. En definitiva, propor-
cionar métodos que permitan obtener realmente una aproximacion de la solucion
buscada y conocer, en la medida de lo posible, el grado de aproximacién entre la
solucién hallada y la real, es decir, dar una estimacion del error cometido.

simplificadoras aproximada

Este libro esta escrito tras anos de experiencia de los autores en la docencia de
asignaturas relacionadas con el Analisis Numérico. En particular, de la asignatura
Meétodos Numéricos de la licenciatura en Ciencias Matematicas de la Universidad
Complutense de Madrid desde que se puso en marcha el nuevo plan de estudios.
Esta asignatura tiene caracter troncal, por lo que se imparte, con similares conte-
nidos, en todas las titulaciones de Matematicas del Estado.

El objetivo de este manual es modesto, pero no por ello carente de importancia.
Por una parte, pretendemos proporcionar al alumno una primera toma de contacto
con las técnicas numéricas que le sirva para conocer un amplio catalogo de métodos
que aproximan las soluciones de los problemas abordados (esencialmente, ecuacio-
nes y sistemas lineales y no lineales, interpolacién, derivacién e integracién). Por
otra, se intenta cimentar una sdlida base tedrica que permita conocer los limites
de validez y condiciones de aplicaciéon de los métodos, asi como el ulterior estudio
en profundidad de otras técnicas mas sofisticadas.

11a palabra algoritmo proviene del matemético persa Abu Jafar Mohammed ibn Musa al-
Khowarizmi, que vivié en Bagdad hacia el ano 840 d.C.
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Cada capitulo tiene una seccién de problemas de los que, alrededor de la mitad,
se resuelven con todo detalle; pensamos que la escasez de textos que incluyan una
buena cantidad de problemas resueltos en su totalidad, puede ser un valor anadido
de esta obra. En algunos problemas se recogen resultados complementarios a los
expuestos en la parte tedrica, enunciados de forma que su resolucion sea abordable.

Finalmente, destacar que en la ultima secciéon de cada capitulo se enuncian
una serie de practicas de ordenador, pensadas para ser implementadas en MATLAB.
En muchas de ellas se pide realizar programas que se podrian sustituir por un
tnico comando (de hecho, en general se indica que se compare con el comando
en cuestién). Si hacemos esto es porque estamos convencidos (y la experiencia
con nuestros alumnos as{ lo confirma) de que sélo cuando uno se enfrenta a la
programacién efectiva de los métodos es capaz de entenderlos en profundidad. En
las direcciones de internet

http://www.mat.ucm.es/~infante o  http://www.mat.ucm.es/~jrey

pueden encontrarse programas que resuelven algunas de las practicas y serviran
de ayuda, eventualmente, para resolver otras.

© Ediciones Pirdmide






]. Analisis de errores

1.1. Introduccidon

El Analisis Numérico es una disciplina que contempla el desarrollo y evaluacién
de métodos para calcular, a partir de ciertos datos numéricos, los resultados re-
queridos. Se puede pensar el problema que se quiere resolver como una aplicacién
f que transforma datos x en resultados y; los datos constituyen la informacion
de entrada, los resultados requeridos son la informacion de salida y el método de
calculo se conoce como algoritmo. Los ingredientes esenciales en un problema de
Anslisis Numérico pueden resumirse, pues, en el siguiente diagrama:

Datos Resultados
Algorit
(entrada) = = (salida)

A modo de ejemplo, podemos pensar en el problema de hallar v/17. En este
caso, r = 17 es el dato, f la funcidn raiz cuadrada e y = /17 el resultado deseado.
Como algoritmo de calculo podemos construir, para A = 17, la sucesion

I():)\
1 A
xn:<xn1+ >,n€N,
2 Tn-1

cuyo limite es v\ (compruébese), parando en un valor de n suficientemente grande.

Con bastante frecuencia nos encontramos con distintos algoritmos para cons-
truir la informacién de salida que se requiere. Asi, volviendo al ejemplo anterior,
para aproximar el niimero /17 podemos utilizar también el algoritmo que se ob-
tiene al hacer un desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién raiz cuadrada

L(ac —a)— !
2va 8Va3

(x — a)?

Vi~ a+
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18  Anadlisis de errores

particularizando en z = 17 y a = 16, es decir,

1 1 2111
VIT=d 4 o = o0 = o = 4123046875,
Por tanto, para escoger entre los diversos algoritmos disponibles deben estudiarse
los aspectos tedricos que contribuiran a la eleccion del algoritmo mas adecuado a
cada caso concreto. En general, los criterios fundamentales para preferir un algorit-
mo frente a otro son la rapidez y la precision; a igualdad de precision el algoritmo
mas rapido tendra, obviamente, la preferencia. El objetivo de este capitulo es, de
hecho, el estudio de la precisién o, equivalentemente, del error. En muy pocas
ocasiones la informacién de entrada que se suministra es exacta pues se obtie-
ne, en general, mediante instrumentos de medida; como, por otra parte, tanto el
almacenamiento de los datos como el propio algoritmo de célculo introducen tam-
bién errores, la informacién de salida contendra errores que provendran de las tres
fuentes. Esquematicamente:

Errores I Errores I Errores . Errores
de entrada de almacenamiento algorftmicos | = | de salida

Sobre el primer tipo de errores nada podemos decir: estan relacionados con
el diseno de los aparatos de medicion o la precisién de la percepcion a través de
los 6rganos sensoriales. Los otros dos tipos de errores son los que analizaremos en
este capitulo: en las dos primeras secciones se aborda el estudio de los errores de
almacenamiento y en las dos tltimas los algoritmicos.

Antes de comenzar este estudio recordemos cierta terminologia estandar en el
tratamiento de errores. El error cometido al calibrar cierta magnitud puede ser
medido bien en términos absolutos, bien en términos relativos al tamano de la
magnitud que se aproxima. Asi, si Z es una aproximacién de una cierta cantidad
z# 0y ||'|| es una norma (véase la definicién 2.19), entonces

[|Z— z|| es el error absoluto

12 — =]
1Ell

cometido en la aproximacién anterior.

es el error relativo

1
1Si z = 0 se trabaja sélo con errores absolutos.
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Ndmeros maquina 19

Desde el punto de vista de las aplicaciones el error relativo resulta mas rele-
vante, ya que conocer el error absoluto no es muy ttil si no se conoce la magnitud
de la cantidad que se estd midiendo. Por ejemplo, un error de 0’25 cm al deter-
minar la estatura de una persona puede ser irrelevante pero seria inaceptable en
microcirugia.

1.2. Ndameros maquina

Los problemas que aborda el Analisis Numérico se resuelven, fundamentalmen-
te, mediante la realizacién de cadenas de operaciones aritméticas (mds o menos
sofisticadas) en un ordenador. Deberédn, por tanto, almacenarse en la maquina los
datos de partida (que introduciremos mediante un dispositivo de entrada, como
puede ser un teclado o la lectura de un fichero) asf como los resultados intermedios.
Finalmente, deberdn comunicarse los resultados finales (mediante un dispositivo
de salida, como es la pantalla o la escritura en un fichero).

(dispositivo de entrada)

= [ Resultados intermedios ] (algoritmo)

(dispositivo de salida)

En esta seccién vamos a ocuparnos del almacenamiento de los niimeros en la
méquina. Como es sabido, la capacidad de almacenamiento (la memoria) de los
ordenadores crece vertiginosamente gracias a los progresos de la electrénica pero,
por mucho que crezca, siempre serd una capacidad finita. Esto implica que ninguna
méquina es capaz de guardar ni siquiera un solo niimero irracional “completo” (las
infinitas cifras decimales de 7, por ejemplo). De hecho, cada niimero se representa
en el ordenador con una cantidad méxima de cifras decimales; consecuentemente,
sélo se guardaran de forma exacta los nimeros que no excedan de ese maximo.

Almacenamiento

de nimeros

Vamos a intentar aclarar estas afirmaciones, que hemos introducido de forma un
tanto vaga. Los ntimeros pueden representarse en la denominada notacion decimal
en coma flotante, que contiene la informacion relevante: signo, fraccién, signo para
el exponente y exponente. Por ejemplo, el niimero —623'45 admite, entre otras,
las siguientes representaciones en coma flotante

—623'454+ 0, —62/345+ 1, —6234'5 — 1, -6'2345 + 2, . ..
que deben entenderse, respectivamente, como

—623/45 x 10°, —62'345 x 10, —6234'5 x 101, —6'2345 x 102, ...

© Ediciones Pirdmide



20 Andlisis de errores

De las infinitas representaciones posibles nos quedaremos con la tltima (denomi-
nada notacion decimal en coma flotante normalizada), que esté caracterizada por
que la fraccién es un ntmero comprendido entre 1 y 10. Es decir, la notacién
decimal en coma flotante normalizada de un ntimero real no nulo es

tm=+FE con 1<m<10 y E € NU{0}

que se corresponde con +m x 10%F.

Observacion 1.1. A partir de ahora emplearemos, como hacen los ordenado-
res, la notacién anglosajona de punto decimal en lugar de coma decimal, aunque
seguiremos hablando de notaciéon en coma flotante. g

Los ordenadores almacenan la informacion en cantidades ingentes de posiciones
de memoria (o bits).? Estas son entes fisicos que sélo pueden tomar los valores 0 /1,
encendido/apagado, positivo/negativo o cualquier otra dicotomia electrénicamente
viable. Es por esto por lo que no se utiliza la representacién decimal para los
nameros, sino la representacion binaria.

Observacion 1.2. El sistema binario utiliza el 2 como base, de la misma forma
que el sistema decimal utiliza el 10. Con el propésito de hacer una comparacion,
recuérdese primero cémo funciona el sistema de representaciéon decimal que nos
es mas familiar. Cuando escribimos el nimero 547.154 de forma mas explicita
tenemos

547.154 =5x 10 +4x 10" + 7x 10°+1x 107" +5 x 1072 + 4 x 107>,
La expresién del segundo miembro utiliza potencias de 10 junto con los digitos

0,1,2, 3 4,5 6,78, 09.

En el sistema binario sélo se utilizan los digitos 0 y 1. Por ejemplo,
101101 =1x 22 +0x 2" +1x2° +1x 27 4 0x 272 41 x 275,

Este ntimero real se representa como 5.625 en notacién decimal.

En general, cualquier niimero natural @ > 1 puede utilizarse como base para
un sistema numérico. Los numeros representados en base « incluirdn simbolos
S0, S1, 82,-.., Sa—1 (véase el problema 1.8). De esta forma, todo nidmero real z
admite una representacién en base « de la forma

== Z ckak
k=—o00 (1.1)
==+ ( e s te ot + el F ot Fepa? + - )

2La palabra bit es la abreviatura de Binary Digit.
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Ndmeros maquina 21

con ¢ € {sg, 81,82, --,Sa—1} Para k € Z. Si el contexto no aclara cudl es la base
numeérica que se utiliza para el nimero x, suele emplearse la notacién (x),. Asi,
por ejemplo,

(101.101)2 = (5.625)10.

Ya que un ordenador se comunica con el usuario utilizando el sistema decimal
(aun cuando internamente esté utilizando el sistema binario), debe efectuar pro-
cesos de conversién que ocurren durante la entrada o salida de la informacién.
Normalmente el usuario no tiene que preocuparse de dichas conversiones, pero de-
be tener conciencia de que éstas implican errores de redondeo, como se vera en la
seccién 1.3. Por ejemplo, algunos nimeros decimales sencillos toman expresiones
mas complicadas en el sistema binario; asi,

(0.1)10 = (0.00011),
(véase el problema 1.2). g

Observacién 1.3. La representacién en base o > 1 dada en (1.1) puede no ser
Unica como, por ejemplo, ocurre con el niimero representado en base 10 por 0.9
y 1. En efecto, al multiplicar x = 0.9 por 10 obtenemos 10x = 9.9 de forma que

al restar  a 10z queda 9z =9, de donde z =1. ¢

Al igual que utilizdbamos la notaciéon decimal en coma flotante podemos tam-
bién utilizar esta notacién en el sistema binario. Un nimero binario representado
en coma flotante normalizada tomara una expresion de la forma

(s) (S)Em

donde s es el signo del nimero (0 para los positivos y 1 para los negativos), S es
el signo del exponente (también aqui 0 representard el signo + y 1 el signo —),
el exponente E es un ntimero entero en base 2 y m se denomina mantisa y es un
numero en base 2 verificando 1 < m < 2 (es decir, 1 < m < (10)2). El nimero asi
representado sera

(—1)* x m x 2(-D°xEa

donde Ej4 es la conversién decimal del nimero binario E (es decir, el niimero de
lugares que hay que “correr la coma”).

Ejemplo 1.1.
(1) (0)101.01 = —1.01 x 2% = —101 (= —(2? +2°) = —5 en decimal)

(0)(1)11.1=11x2"1=011(=2"1+22=0.75 en decimal). o
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Cada numero se almacena en la maquina en lo que se denomina una pala-
bra. La mayoria de los ordenadores actuales tienen una longitud de palabra de 32
posiciones de memoria. Estos 32 bits se distribuyen, como veremos a continuacién,
de la siguiente forma: 1 se usa para el signo del ntimero, 8 para el exponente con
signo y 23 para la mantisa.

Observacion 1.4. El hecho de que la mantisa m verifique 1 < m < 10 en binario,
hace que la primera cifra de m (la que estd a la izquierda del punto decimal) sea
siempre un 1. Este 1, comun a todos los nimeros representados, no se guarda (se
sobreentiende) y, por tanto, los 23 bits que se destinan a la mantisa sirven para
almacenar las 24 primeras cifras. p

Obviamente, utilizando palabras de 32 bits, tan sélo puede ser representada una
cantidad finita de nimeros distintos: del orden de 232 niimeros diferentes.® Estos
nameros, representables en el ordenador de forma exacta, se denominan nimeros
mdquina.

Es facil encontrar ntimeros que no son ntimeros maquina; por ejemplo, 1.0x 2128
(128 es, en binario, 10000000, que no cabe en la parte destinada al exponente con

signo) y 1.1 2 1 (no cabe en el espacio destinado a la mantisa). El primero es un
ejemplo en el que se sobrepasa la capacidad del ordenador (desbordamiento) y el
segundo muestra que hay niimeros que no se pueden usar de forma exacta y habra
que aproximarlos (redondeo). Ambos fenémenos serdn estudiados mas adelante.

Continuando con la representacion de los nimeros maquina, podemos pregun-
tarnos por la representacién del niimero real 0. La primera respuesta que nos viene
a la cabeza es: “una palabra en la que los 32 bits tengan el valor 0”. Pero el conve-
nio de que se sobreentiende el primer 1 de la mantisa hace que la palabra anterior
represente el nimero binario 1.0 (1 en notacién decimal); de hecho, el 0 no seria
un ndmero maquina si se usara esta representacién.

Este problema, junto con el de la doble representacién de los niimeros con expo-
nente +0 y —0, se resuelve mediante el formato estdndar de representacion (IEEE*
Storage Format): para almacenar la informacién correspondiente al exponente y
su signo se suma 127 al exponente y se utilizan 8 bits para almacenarlo; el expo-
nente verdadero se obtendré al restar 127 a la conversién decimal del exponente
almacenado. Asi pues, el nimero queda representado en la forma

[Signo del mimero] (Exponente —&—127] Mantisa

1 bit 8 bits 23 bits

3Como los exponentes +0 y —0 dan lugar a los mismos ntmeros, el nimero total es la diferencia
entre las variaciones con repeticién de 2 elementos tomados de 32 en 32 y las variaciones con
repeticién de 2 elementos tomados de 24 en 24, es decir, 232 — 224 = 4278190080.

4 Institute of Electrical and Electronic Engineers.
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Ndmeros maquina 23

Como el rango de nimeros que pueden representarse con 8 bits es de 0 a 255
(va que |E| < (11111111)9 = (255)10), los exponentes verdaderos correspondientes
estan en el rango comprendido entre —127 y 128. Los valores extremos 0 y 255
se usaran para numeros “especiales”. En concreto, si s es el signo del numero
almacenado, m son los 23 digitos de mantisa y FE4 es la conversién decimal del
ndmero binario guardado en los 8 bits dedicados al exponente; cuando éste toma
valores entre 1 y 254 (ambos inclusive), el nimero anteriormente representado
corresponde al niimero binario

(—=1)% x 1.m x 2Fa=127

A este tipo de nuimeros se les denomina niumeros normales.

Ejemplo 1.2. EI ntimero binario 101.11 = 1.0111 x 22 se representa de la si-
guiente forma

Signo del niimero 24+127=129 Mantisa

= ——
0 10000001 01110000000000000000000 .

A la inversa, el nimero almacenado como
101111011 10100000000000000000000
es el ndmero —1.101 x 2123-127 — _1 101 x 2% = —0.0001101 en base 2. g

Cuando el exponente toma el valor 0, el convenio es ligeramente distinto: el
valor representado es

(—=1)° x 0.m x 27126

(obsérvese que aqui no se sobreentiende el valor 1 para el primer digito de la man-
tisa y se ha desplazado la coma adecuadamente). Esta otra interpretacién permite
trabajar con nimeros maquina mucho més pequenos, en valor absoluto, que los
que se obtendrian con el convenio habitual. Asi, al exponente 0 le corresponderian
nimeros positivos comprendidos entre

23
1.0x 27127 y 1.1 20w g
con el convenio habitual, y entre
22 . 23 B
0.0 720 01 x 27126 — 1,0 x 27149 y 0.1 1 x 9126

con esta nueva interpretacién. De esta forma, se ve ampliada la capacidad de
manejo, por parte de la méquina, de nimeros “pequenos”’. Los nimeros maquina
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24 Andlisis de errores

asi representados se denominan numeros subnormales. Nétese que el 0 es uno de
ellos, estando representado por una palabra enteramente formada por ceros, como

pedia nuestra intuicién.

Los nimeros con exponente 255 representan las excepciones: 00 y NaN (Not a
Number). Los valores 00 se producen a causa de un desbordamiento por exceso,
mientras que el valor NaN surge al realizar ciertas operaciones como las cldsicas

indeterminaciones (3,

00 — 00,... ), como se vera en la seccién 1.3.

En la tabla 1.1 se recogen la representacion y el valor decimal de algunos niti-
meros especialmente interesantes (véase la préactica 1.3).

TABLA 1.1:

Representacion de diversos niimeros (2127 ~ 10%)

Ntimero H Representacién ‘ Valor decimal
+0 0000000000 -2 0 0.0
0 1000000000 - 0 0.0
Méximo nimero normal 0111111101 01 | 3.40282347 x 10
Minimo nimero normal (positivo) 0000000010 2 0 | 1.17549435 x 1038
Méximo ntimero subnormal 0000000001 -1 | 1.17549421 x 1028

Minimo ntimero subnormal (positivo)

22)
0000000000 --- 01

1.40129846 x 10~%°

23)
0111111110---0

+o0 infinito
—o0 11111111102 0 _infinito
NaN %* 11111111 algtin 1 no es un numero

Observacion 1.5.

1. Hasta ahora sélo hemos considerado la representaciéon de ntimeros reales en
lo que se denomina precision simple. En general, las maquinas también per-
miten trabajar en doble precision: cada nimero se almacena en dos palabras
unidas y, de los 64 bits disponibles, 1 se destina al signo, 11 al exponente y
52 a la mantisa. Asi, los nimeros normales en doble precisién se representan

[Signo del nl’lmero]

[Exponente +1023]

11 bits

lo que corresponde al niimero binario

(—1)% x Lm x 2Pa—1023

Mantisa

52 bits

y determinan un rango del orden de 1073% a 103%% (véase la practica 1.4).
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2. En general, los ordenadores (y los lenguajes de programacién) distinguen
entre nimeros reales (tipo REAL o FLOAT) y ndmeros enteros (tipo INTEGER).
Una vez declarado un niimero como entero, su almacenamiento se hace en una
palabra, usando el primer bit para el signo y los 31 restantes para el nimero
en binario. Por ejemplo, el nimero (—254)19 = (—11111110)2 se almacena

23
como 10 - ) 011111110. Como el mayor niimero entero representable es
51) 30
01+ 1= 2F=(2% - 1)y,
k=0

esto hace que el rango de los niimeros maquina enteros vaya desde — (231 —1) a
231 _ 1. También se pueden representar enteros largos mediante dos palabras
unidas, usando 1 bit para el signo y 63 para el niimero en binario. Existen
otras formas més sofisticadas de representar los niimeros enteros que aqui no
trataremos. En especial, la conocida con el nombre de complemento a 2, que
estd intimamente relacionada con el tipo de almacenamiento con traslacién
que se usa para los exponentes.

3. Los niimeros complejos se representan como un par de nimeros reales (dos
palabras en simple precisién y cuatro en doble precisién).

o Potencias de 2
* Nameros maquina

Figura 1.1: Distribucion irregular de los niimeros maquina.

4. En un ordenador binario, los nimeros méaquina estan distribuidos de forma
irregular, concentrdndose més cuanto mds cerca de cero se esté (véase la
figura 1.1); téngase en cuenta que entre dos potencias consecutivas de 2
siempre existe la misma cantidad de nimeros maquina: para un exponente
fijo E y prefijado el signo, la cantidad total de nimeros maquina normales
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de la forma +1.m x 2% es 223 (ndmero de variaciones con repeticién de 2
elementos tomados de 23 en 23). Dado que la distancia entre las potencias
de 2 es mas pequena cerca del 0 y mas grande lejos de él, se obtiene una
distribucién desigual de nimeros méquina, siendo la densidad mayor cerca
del origen. g

1.3. Desbordamiento y redondeo

Ya hemos visto la forma estdndar de almacenar nimeros maquina y hemos
insistido en que éstos constituyen sélo una cantidad finita. ; Qué podemos decir de
los restantes numeros reales? El hecho de que un niimero real no sea un numero
maquina puede deberse a dos motivos:

a) Que su exponente (una vez normalizado el ndmero) esté fuera del rango
admitido (es decir, que el ntimero sea demasiado grande o pequeiio).

b) Que su mantisa (normalizada también) tenga més de 23 cifras (en cuyo caso
el nimero tiene més cifras de las que se pueden almacenar).

Estas dos posibilidades se tratan de forma muy distinta:

a) Si el resultado de un cédlculo o un nimero leido por la méquina tiene un
exponente que se sale del rango admisible se produce el fenémeno conocido
como desbordamiento, que puede ser de dos tipos: por exceso (overflow) o
por defecto (underflow). La representacién estdndar en coma flotante trata
el desbordamiento por exceso como una situacion excepcional: toma el valor
+00 (0 —oo si el nimero es negativo)® y sigue trabajando, siempre que se
pueda dar sentido a las operaciones siguientes (por ejemplo, é = 0). Para
el desbordamiento por defecto se asigna el valor 0.

b) Cuando se necesita trabajar con nimeros no maquina que no producen des-
bordamiento lo que se hace es aproximarlos por niimeros maquina cercanos.
Este proceso se denomina redondeo.

Veamos la forma en la que el redondeo se lleva a cabo: dado un nimero
— E
T = :|:1.a1a2 © - A23A94025 * + + X 2

con F dentro del rango admisible, sean x; y x4 los nimeros méquina mas proximos
a x por la izquierda y por la derecha respectivamente, esto es,

T; = xq =T sl x es un nimero maquina

5En la tabla 1.1 se vio cémo se representaban estos valores en la méaquina.
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y, en otro caso,

x; = lag---agg x 2F y xqa=(lay- a3 +2"23)x2F si x>0

T; —(1.a1---a23+2’23)><2E y xd:—l.a1-~~a23><2E si x <O0.

Noétese que, en cualquier caso, para todo nimero x € R se verifica que
T ST < xg.

En coma flotante estandar, para cada numero real x, estan definidos cuatro tipos
de redondeo r(x):

a) Redondeo a la derecha (o por exceso): r(z) = 4.
b) Redondeo a la izquierda (o por defecto): r(x) = ;.

¢) Redondeo a cero: r(x) = x; six >0y r(x) = x4 si < 0 (es decir, se elige
de entre z; y x4 el que estd entre 0 y ).

d) Redondeo al mds préximo: se elige de entre z; y x4 el que estd més cerca de
x; en el caso de que estén a igual distancia, se toma el que tenga as3 = 0.

Observacion 1.6.

1. Nétese que, con cualquiera de los criterios anteriores, si £ es un numero
maquina entonces coincide con su redondeo 7(z).

2. Aunque en principio puede utilizarse cualquiera de las cuatro posibilida-
des anteriores (incluso puede cambiarse de una a otra dentro de la misma
maquina) nosotros solamente utilizaremos la tltima de ellas, por ser la méds
util y usada (de hecho es la opcién por defecto) y la denominaremos, sim-
plemente, redondeo. g

La primera cuestién que se nos plantea es qué error se comete cuando en lugar
de trabajar con un ndimero real x se trabaja (como es obligado) con su redondeo.
En términos absolutos, y manteniendo la notacién, se tiene la siguiente cota del
error de redondeo absoluto

—23  oF
d— T; 2 X 2 _
L= =272 x

x
< oF
|r(z) — x| < 5 = 5

mientras que, en términos relativos, una cota del error de redondeo relativo (te-
niendo en cuenta que |z| > 2F) es

r(z) —z < 2724 x 2F _ g

= 2E

T
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El valor de 2724 obtenido en la cota del error de redondeo relativo es, exacta-

22
mente, la mitad de la distancia entre 1 y el siguiente niimero méquina 1.0 - ) 01.

Esta distancia (2723 ~ 1.2 x 10~7) se denomina precision o épsilon de la maquina
y se denota por eps. Asi pues, trabajando en coma flotante estandar, como

r(z) = (W) z= (1+ W) z,

eps

se verifica que
r(z) = (1 +8)z con [§] <27 =

para todo x € R. Esto, en términos de la representacion decimal de z, quiere decir
que el redondeo de z tendra alrededor de 7 cifras significativas correctas (de forma
mas precisa, un minimo de 6 y un méximo de 8, dependiendo de en cudntas cifras
decimales se transformen las 23 cifras decimales en binario).

Observacion 1.7. Todas las consideraciones que se han hecho acerca del des-
bordamiento y el redondeo con precisiéon simple pueden trasladarse, con las corres-
pondientes modificaciones, al caso en que se utilice doble precisién. En concreto,
el épsilon de la maquina en doble precisién es 2752 y el redondeo de un niimero
en doble precisién tiene un minimo de 15 y un méaximo de 16 cifras significativas
exactas. p

1.4. Aritmética en coma flotante

Para llevar a cabo una operacién aritmética (4, —, x, /) en un ordenador, lo
primero que se debe tener en cuenta es que los operandos con los que se trabaja no
son exactamente los de partida, sino sus redondeos. Incluso aunque los operandos
sean numeros maquina, el asunto es méas complicado de lo que puede parecer a
primera vista; el resultado de una operacién con niimeros maquina no tiene por qué
ser necesariamente un nuimero maquina y habra, por tanto, que redondearlo. De
hecho, la aritmética estandar en coma flotante estd disenada mediante operaciones
@, 6, ®, @ que verifican, para cada par de nimeros maquina x e y:

roy=r@+ty),roy=r@-y),ry=r(xy), 0y =r(x/y).

La implementacion efectiva de las operaciones es bastante sofisticada, pues debe
enfrentarse con diversos problemas de los que veremos algunos ejemplos seguida-
mente.

En primer lugar, para llevar a cabo una suma (o resta) de dos nimeros maquina
se siguen los siguientes pasos:
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1. Se igualan los exponentes al mayor de ambos.
2. Se realiza la operacion de forma exacta.

3. Se normaliza el resultado (modificando, si es necesario, el exponente de forma
que la mantisa esté entre 1y 2, es decir, de la forma +1.m x 2F).

4. Se redondea (en caso de que sea necesario).

5. Se normaliza si es necesario.®

Ejemplo 1.3. Para sumar 1 = 1.0 x 2° con 2 = 1.0 x 2! se escribe

01020 x 2
22)

1.00---0 x 2!
22)

1100 x 2t

Como se observa, sélo han hecho falta los dos primeros pasos. Sin embargo, si

restamos a 1 = 1.0 x 2° el niimero méquina més cercano a él por la izquierda, es

. 23)
decir, 1.1 --* 1 x 27!, tenemos:

3)

2
1.0---00 x 20
)

En primer lugar: 0.1 23) 11 x 20

00201 x 20

23)
En segundo lugar: 1.0---0 x 2724

Notese que para realizar la operacién de forma exacta hemos tenido que utilizar una
posicién méds de memoria (24 bits) para guardar el segundo ntimero y el resultado.
Esto nos hace ver que las operaciones no se pueden llevar a cabo en palabras, sino
que hace falta almacenar provisionalmente los operandos y el resultado en pedazos
“més largos” de memoria. De hecho, en la aritmética estandar en coma flotante se
utilizan registros de 80 bits para realizar las operaciones. g

Para la multiplicacién (o divisién) de dos ntmeros no es necesario igualar los
exponentes; basta multiplicar las dos mantisas (lo que dard un nimero de, a lo més,
48 cifras significativas, que cabe en un registro) y se suman los exponentes, nor-
malizando el resultado, redondedndolo si es preciso y, eventualmente, volviéndolo
a normalizar.

24
SPor ejemplo, el redondeo de 1.1 - Y 1 x 2F €5 10.0 x 2F que debe normalizarse a 1.0 x 2E+1,
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En cualquier caso, este tipo de precauciones garantizan, inicamente, que la
aritmética en coma flotante se realiza siempre del modo correcto, en el sentido
de que el resultado almacenado tras operar dos niimeros maquina coincida con el
redondeo del resultado real de la operaciéon. No obstante, esto no impide que se
produzcan situaciones anémalas que son intrinsecas al hecho de estar trabajando
con una precisién determinada, como por ejemplo:

a) Las operaciones en coma flotante no verifican, en general, la propiedad aso-
ciativa. Asi, para la suma,

(o2 o2 =r(r(1+27)+27) =r(1+27) =1
mientras que
1® (2—24 fa 2—24) —r (1 4y (2—24 + 2—24)) —r (1 + 2_23)

22)

=142 =1.0""01x2°

b) Si dos ntimeros maquina x e y verifican @y = x, esto no implica, en general,
que y = 0. De hecho, basta tomar cualquier nimero méquina y de la forma

y=~60zx con 0 <6 <27
para que se dé la igualdad = @ y = z. En efecto,
x@y=r(x+y)=r(z+0z)=r(x)==x,

ya que al efectuar la suma entre

r = l.a1as - - as3 X 2F=

e
Yy = 1.b1by -+ - bog X 2Ey con Ey < FkE,—24

queda

l.ajas - - - ass x 92F=

23) E,—24—E,) 5
0.0, 00 “ - T Olbyby - by x 2P
E, 24-E,)
1.(11&2"'@230 01b1b2"'b23 X 2EI

El resultado de la suma es un niimero cuyo redondeo es

l.ajas - - - asz X 2EI =x.
Otro fenémeno a tener en cuenta es lo que se conoce como cancelacion 'y aparece
al restar dos nimeros muy préximos entre si, lo que puede producir grandes errores

relativos.
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Ejemplo 1.4. Al realizar la resta en el ordenador de los niimeros

23 15 15
r=112101 1% 27 ¢ y:1.1-~)-1><2E

(teniendo en cuenta que y es ya un nitimero maquina) se obtiene
23 15
xoy=r(r(z)—vy) :7‘(1.1 ) 1x2F 11 12 1 ><2E>
15 8 7
=r (0.0 o1 ¥« 2E> —117 1 x 2E—16

mientras que el resultado exacto es

)

15 8) 15)

7 15
1 x 22 =117 101 171 « oE-16
ique es un numero maquina! Como se observa, el resultado hallado coincide con
el real en tan sélo las 9 primeras cifras significativas; esto se produce porque al
15 8
normalizar 0.0 - ) 01 - ). 1 x 2F se “corre la coma” 16 lugares, ailadiendo 16 ceros
por la derecha que son independientes de los valores de partida. g

Veamos otro ejemplo patologico:
Ejemplo 1.5. Dada la funcién f(x) = senz, si se utiliza el cociente incremental

sen(x + h) —senz

h

en x = 1 para aproximar

. sen(l+h)—senl
1=f(1)=1
cost =L =

se puede comprobar que, trabajando en doble precisién, se obtienen los resultados
de la tabla 1.2 para diversos valores de h, donde se han comparado los resultados
obtenidos con el valor de cos 1 ~ 0.54030230586814. ; Qué es lo que esta ocurrien-
do? Lo que sucede es que a medida que h va decreciendo, los ntimeros sen(1 + h)
y senl van teniendo, cada vez, mas cifras significativas iguales y, por tanto, su
diferencia va teniendo cada vez menor nimero de cifras exactas (de hecho, para
valores de h menores o iguales a 10716 la diferencia sen(1 + h) — sen1 da, en el
ordenador, el valor 0). g

La consecuencia que podemos extraer de los ejemplos 1.4 y 1.5 es que, en
la medida de lo posible, deben intentar evitarse sustracciones de nimeros muy
cercanos. A veces hay que prever estos problemas y cambiar el orden de las opera-
ciones con vistas a obtener representaciones matemaéticas equivalentes que eviten
las cancelaciones.
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TABLA 1.2:
Valores aprorimados de cos1 mediante el cociente M
l h H Valor aproximado ‘ Error absoluto ‘ Error relativo (%)

1075 0.54029809850586 | 0.00000420736228 0.00077870522286
107° 0.54030188512133 | 0.00000042074681 0.00007787248080
1077 0.54030226404045 | 0.00000004182769 0.00000774153481
1078 0.54030230289825 | 0.00000000296989 0.00000054967103
107° 0.54030235840941 | 0.00000005254127 0.00000972442009
10719 || 0.54030224738710 | 0.00000005848104 0.00001082376215
107 || 0.54030113716408 | 0.00000116870406 0.00021630558456
10712 0.54034554608506 | 0.00004324021692 0.00800296731187
10713 || 0.53956838996783 | 0.00073391590031 0.13583430837565
10~ || 0.54400928206633 | 0.00370697619819 0.68609298126735
10715 0.55511151231258 | 0.01480920644444 2.74091120537484
107 | 0 0.54030230586814 | 100

Ejemplo 1.6.

1. Como es sabido, las raices de la ecuacién de segundo grado

son

Ahora bien, cuando b > 0 y 0 < 4ac < b?, resulta conveniente utilizar la

ar?+bx+c=0

—b+ Vb% — 4ac
HS Ty Y ms

(a,b,c € R, a #0)

—b — Vb?% — 4ac
2a '

siguiente expresién equivalente para el calculo de la primera raiz:

xr1 =

(\/b2 — 4ac — b) (\/b2 — dac + b) L 2c
2a(\/b2—4ac+b) b+ Vb2 —dac

2. En lugar de trabajar con la funcién

fz) =

-2 —x+1

(z —1)

,x €R

cuando x >~ 1, podemos escribir ésta en forma equivalente como

(z— 12?2 +x+1)

fz) =

(x—1)2

=24+ 1.
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Como se observa en la tabla 1.3, mediante la expresién (1.2) evaluamos f de
forma errénea, debido al fenémeno de la cancelacion. o

TABLA 1.3:

Valores de f en puntos proximos a x =1

|

Abscisa ©

| Expresién (1.2)

| Expresién (1.3)

|

1.00000762939453

3.00002288818359

3.00002288824180

1.00000381469727

3.00001525878906

3.00001144410635

1.00000190734863

3.00000000000000

3.00000572204954

1.00000095367432

3.00000000000000

3.00000286102386

1.00000047683716

3.00000000000000

3.00000143051170

1.00000023841858

3.00000000000000

3.00000071525579

1.00000011920929

3.00000000000000

3.00000035762788

1.00000005960464

3.00000000000000

3.00000017881394

1.00000002980232

3.00000000000000

3.00000008940697

1.00000001490116

3.00000000000000

3.00000004470348

1.00000000745058

4.00000000000000

3.00000002235174

1.00000000372529

0

3.00000001117587

1.5.

Segun hemos visto, a la hora de resolver un problema lo primero que hay que
tener en cuenta es que los datos de partida con los que va a trabajar el ordenador
no tienen por qué ser exactamente los datos originales (debido al redondeo). La
segunda cuestiéon relevante es que, aunque los datos se almacenaran de forma
exacta en el ordenador, en el momento que empezamos a trabajar con ellos se
comienzan a cometer errores, de forma que, en algunas ocasiones, el resultado
obtenido dista mucho del deseado. Para clarificar lo anterior analicemos una simple
operacion aritmética como es la suma de dos nimeros: dados dos nimeros z, y € R,
para calcular su suma = + y el ordenador halla

Propagacion del error

z@y=r(r@)+ry) =r((1+0a)z+(1+06)y)
= (1+03) [(L+d1)z + (1 + d2)y]
= (1 + 63)($ + y) + (1 + 53)51$ + (1 + 53)52y

(1.4)

con ens
i<z

para @ = 1,2,3. Vemos asi que los errores de redondeo en los datos se propagan
al resultado de la operacion. Si ahora este resultado fuera un operando de otra
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operacion, este error se propagaria al consiguiente resultado, y asi sucesivamente.
De esta forma, si pensamos en un algoritmo que involucre una gran cantidad de
operaciones elementales, las perspectivas pueden parecer no muy buenas.

En general, si denotamos por * cualquier operacién elemental (+, —, -, /), para
cada par de nimeros maquina x e y, se tendra

r(exy) = (1+8)(z+y) con |5 < L2

Si x e y no son nimeros maquina, se tiene
r(r(x) «r(y)) = ([(1+ 61)x] = [(1+ 62)]y) = (1 4 d5) (1 + d1)x = (1 + 02)y) -

Para operaciones compuestas las cosas se complican. Supongamos que queremos
calcular z(y + z) donde z, y y z son nimeros maquina. El resultado es

@ (y®z) =rr(y+z) =1+0)@r(y+2)
= (1+6)[(1+6)z(y+2)] = (1 + 61 + da + 0162)(y + 2)
~ (1+61+02)x(y +2) = (1 +d3)z(y + 2)

con |($3| < |(51‘ —+ |52| < 2724 =+ 2724 = 2723.

Parece claro, por tanto, que debemos estudiar cuanto influye la propagacién del
error en el resultado final del problema. Dos son los principales conceptos ligados
a este estudio:

a) El condicionamiento. Mide la influencia que tendrian en el resultado even-
tuales errores en los datos, en el caso ideal de que se pudiese trabajar con
aritmética exacta; esta ligado, por tanto, al problema en si y no depende del
algoritmo que se utilice para resolverlo.

b) La estabilidad. Esta relacionada con la influencia que tiene en los resultados
finales la acumulacién de los errores que se producen en las sucesivas opera-
ciones elementales que se llevan a cabo para resolver el problema; es decir,
depende del algoritmo que se utilice para obtener la solucién.

Asi pues, hablaremos de un problema bien o mal condicionado, mientras que,
dado un algoritmo para resolver un problema, diremos si es 0 no numéricamente
estable. Ambos conceptos son, en general, dificiles de analizar.

1.5.1. Condicionamiento

Diremos que un problema estd mal condicionado cuando pequenos cambios
en los datos dan lugar a grandes cambios en las respuestas. Las técnicas que se
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emplean en el estudio del condicionamiento de un problema estdn fuertemente
ligadas a la estructura del mismo. En general, a la hora de resolver un problema
y = f(z) se intenta definir un ndmero de condicion k = k(z) > 0 de forma que

1@~ f@Il

7@l (15)

Este nimero indicara, segiin sea cercano a 1 o alejado de éste, si el problema esté
bien o mal condicionado, respectivamente. Si el nimero de condicién es menor
que 1 o estd proximo a 1, el error del dato no se amplificard mucho y el error del
resultado serd, a lo sumo, del mismo orden que el error en el dato; por el contrario,
si este nimero de condicién toma valores muy grandes, el error final serd una gran
amplificacién del error en el dato.

Para casos concretos, podremos definir facilmente un nimero de condicién.
Comencemos con un problema sencillo: la evaluacién de una funcién diferenciable
f R — R en un punto z. Si en lugar de  tomamos una aproximacién suya x con
| — 2| < 1 (por ejemplo su redondeo), el teorema del Valor Medio asegura que

De esta forma, si f'(x) no es muy grande, el efecto de la perturbacién sobre f(x)
es pequeno. Concretamente, el error relativo de la perturbacién viene dado por

Error relativo Error relativo
(resultados) (datos)
—N—
DI\ |2, P o
f(z) fx) f(x) r
————
Numero de condicién

Ejemplo 1.7. Consideremos la funcion

Como
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entonces el nimero de condicién de f es

o),
(@)

72

V1—22(1 -1 —22?)

22(1+V1—2?)
VI—22(1 -1 —22)(1 4+ V1 —22)
14+ V1 —a?
V1—2?

que es muy grande para valores de x préximos a +1. g

Ejemplo 1.8. Supongamos que Z; y T2 son aproximaciones de x1 y 2 con erro-
res €1 y €9 respectivamente, es decir, T3 = 11 + €1 y To = X + 2. Veamos que
el error relativo del producto es, aproximadamente, igual a la suma de los errores
relativos de los factores, esto es,

T1Ty — T1T2 €1 €2
e (1.6)
T1T2 z1 T2
y, por tanto, el producto de dos niimeros es siempre un problema bien condicionado.
En efecto, como
T1T9 = (.’,El + 51)(1’2 + 62) =212 + X1E9 + T2E1 + €1€2
entonces
T1Ty — T1T9 ~ T1€2 + T2E1,

de donde se sigue (1.6).

Sin embargo, la suma de dos niimeros no va a ser siempre un problema bien
condicionado. Teniendo en cuenta que

514‘52 = ($1 +€1)+(CE2+82) =21+ T2 +E1+E2
se verifica que
(T1 +72) — (z1 + 22) = &1 + €2,

de donde

(@1 +T2) —(r1+22) &1 €2 T & T2 &2

T+ X2 1 +2x2 X1+T2 X1+ X221 T1+ T2 X2

Notese que el problema para la suma de dos nimeros esta bien condicionado salvo
cuando z1 ~ —x9, en cuyo caso el condicionamiento puede ser muy malo. Esto
explica el fenémeno ya estudiado de la cancelaciéon. g
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Otro tipo de problemas para los que se puede dar un nimero de condicion
de forma relativamente sencilla es la resolucién de sistemas lineales Az = b, como
veremos en el capitulo 3. Anticipamos, a continuacién, un ejemplo de sistema lineal
mal condicionado.

Ejemplo 1.9 (R. S. Wilson). Consideremos el sistema lineal Az = b donde b
es el vector

32
23
b= 33
31
y A es la aparentemente “inofensiva” matriz simétrica
107 8 7
7 5 6 5
A= 8§ 6 10 9
7 5 9 10

que tiene por matriz inversa a

25 —41 10 -6
—41 68 —17 10
10 -17 5 —3
—6 10 =3 2

AT =

y cuyo determinante vale 1. La solucién exacta de dicho sistema es

1

— =

Si consideramos las siguientes perturbaciones de los datos A y b

0 7 81 7.2 32.1
g |78 504 6 5 i_ | 220
| 8 598 98 9 | YT |31

6.99 499 9 9098 30.9

las soluciones exactas de los sistemas lineales gy =by Az = b vienen dadas,
respectivamente, por

~81 9.2

| 137 | -126
Y= 34| ¥ 77 4.5
22 1.1
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Como se aprecia, pequenos cambios en el dato A proporcionan un resultado muy
alejado de la solucién original, x. Andlogamente, cuando se perturba ligeramente
el dato b se obtiene también un resultado z también distante de .

La justificacion de estas propiedades sorprendentes, asi como la forma precisa
de medir el tamano de las perturbaciones y de los errores, se veran en el capitulo 3
(véase, en particular, el ejemplo 3.1). g

1.5.2. Estabilidad

En términos generales, diremos que un algoritmo es inestable cuando los errores
que se van produciendo en las diversas etapas van aumentando en etapas poste-
riores y afectan, en gran manera, a la exactitud del célculo en su conjunto; un
algoritmo es estable cuando no es inestable. Otra forma de aproximarse al concep-
to de estabilidad es pensar un algoritmo estable como aquel que consigue resultados
cercanos a los exactos cuando se parte de datos préximos a los verdaderos.

Ejemplo 1.10. Para ilustrar el comentario anterior vamos a considerar dos algo-

100
ritmos para el calculo de ( 7) . Cada uno de ellos es una aplicaciéon particular

de dos algoritmos méas generales que sirven para calcular las potencias sucesivas
de un nimero positivo A > 0, a saber

17():1 ZEozl,Ilz)\
y
Tp = Mp—1, n €N Tni1 = B+ N)zn —3Azp_1, n €N,
En ambos casos, el término general de la sucesién {x,}22  es
z, = A", n € NU{0}.

En efecto, en el primero de ellos se comprueba de forma inmediata y en el segundo
basta observar que zg = 1, 1 = A y para cada n € N se verifica que

(B4 N)xp —3ATp_1 = (3+ XA =3 =3\ £ AT 3\ = A" =g,

. . 1
En nuestro caso concreto queremos hallar el término x199 para la elecciéon A = =

por lo que basta calcular los 100 primeros términos de las sucesiones anteriores
para dicho valor de A, esto es,

QZO:].

(901) Tn—1
Ty =

n=12

, ,2,...,100
7
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Yy
xo=1, 21 = !
(¢2) !
22 3
Tn+1 = 7.’17n — ?J?nfl, n = 1,2, .. 799

Si se calculan los sucesivos valores de z,, mediante ambos algoritmos se obtie-
nen los resultados expuestos en la tabla 1.4. Estos resultados muestran el buen
comportamiento del algoritmo ¢ frente al pésimo comportamiento de ¢s. g

TABLA 1.4:

Algoritmos @1 y o para el cdlculo de 7100

en doble precision

l n H Valor de z, (1) ‘ Valor de z, (p2) ‘
011 1
1 || 0.1428571428571 0.1428571428571
2 || 2.0408163265306 x 1072 |  2.0408163265306 x 10~>
3 || 2.9154518950437 x 1072 | 2.9154518950436 x 1073
4 || 4.1649312786339 x 10~* 4.1649312786308 x 10~*
11 || 5.0573331066306 x 107 '°|  5.0505834009817 x 10~ °
12 || 7.2247615809009 x 10~ 1|  7.0222704114337 x 10~
13 || 1.0321087972716 x 10~ |  4.2463528886988 x 1012
14 || 1.4744411389594 x 10~ 2| —1.6749764113091 x 10~ **
15 || 2.1063444842277 x 10713| —5.4461981307728 x 10~ 1*
16 || 3.0090635488967 x 10~ 14| —1.6398775663296 x 10~ 10
25 || 7.4567399858374 x 1072%| —3.2283632877849 x 10~°
30 || 4.4366870862363 x 10725| —7.8449227893174 x 10™*
34 || 1.8478496818977 x 1072°| —6.3543874593471 x 1072
35 || 2.6397852598538 x 1072°| —0.1906316237804
38 || 7.6961669383493 x 10733| —5.1470538420712
40 || 1.5706463139488 x 10™*4| —4.6323484578640 x 10
45 || 9.3451913723379 x 107%%| —1.1256606752610 x 10*
50 || 5.5602971216386 x 10~%3| —2.7353554408841 x 10°
60 || 1.9684192301176 x 1075 —1.6152000342877 x 10!
70 || 6.9684662181415 x 10%°| —9.5375946824653 x 10'°
80 || 2.4669298435211 x 1078 —5.6318542840489 x 10%°
90 || 8.7332601785620 x 10~77| —3.3255536361880 x 10%°
100 || 3.0916904080902 x 1075 —1.9637061666327 x 10%°
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Formalicemos a continuacién el concepto de estabilidad. Para ello introducimos
primero la siguiente notaciéon debida a Landau.

Notacién 1.1. Utilizaremos la expresién ¢(r) = O(r) para denotar que la can-
tidad ¢(r) es del orden de r para r pequeno, es decir, cuando existe una constante
C > 0 tal que

lo(r)]| < Cr,0<r<1. g

Definicién 1.1. Un algoritmo ¢ de resolucién del problema y = f(x) es estable
si existe  con

Hx—x|| — O(eps)
|||
verificando
le@ ~ f@I _ ),
@ ol 17

En caso contrario se dice que el algoritmo ¢ es inestable. o

Observacién 1.8. Ndtese que la expresion (1.7) indica que un algoritmo estable
 proporciona un resultado relativamente cercano (i.e., con error relativo del orden
del épsilon de la méquina) al resultado correspondiente a un dato relativamente
cercano (en el sentido anterior) al dato original. g

Ejemplo 1.11. Estudiemos la estabilidad de los algoritmos ¢1 y @2 del ejemplo
1.10. En el algoritmo 3 es claro que f(\) = A% es muy pequefio para cualquier

valor A que esté cerca de = De esta forma, con los datos de la tabla 1.4, se puede

comprobar que

o3)-so)
o]

SN 1 . .
para cualquier \ préximo a = lo que hace que p, sea un algoritmo inestable.

En el estudio de la estabilidad del algoritmo ¢; vamos a afinar un poco mas;
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los valores sucesivos que se van obteniendo con él son:

370:1

-
25 = (r <;)>2 (1+6)
< "1+ (;)) (1465) = <r (;))3(1+51)(1+52)

100 ( < )) L+01)(1+62) - (1 + dgg)
1 1
donde r (7) denota el redondeo de = y
6 < eps
parai=1,2,...,99. De esta forma, ehglendo

A:r(;) 10{)/(14—(51)(1+(52)"'(1+699)

se tiene que

con lo que

y, por tanto, el algoritmo ¢, es estable.

Observacion 1.9. El comportamiento asintético hacia —oo de la sucesion defi-
nida en el algoritmo ¢- puede justificarse de la siguiente forma. Dicho algoritmo
es, a su vez, una particularizacién de la ley de recurrencia més general

o =a+ 8, 11 :%—&—36

Tntl = Tn = ZTn-1, N eN
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que tiene como término general

1\"

Nuestro caso se corresponde con la eleccién o = 1y g = 0. No obstante, al tomar
la maquina los datos iniciales redondeados

1
To=1ly z1=r (7) = 0.14285714285714,

los valores de o« y B correspondientes vienen dados por la solucién del sistema

lineal
at+pf=1

% 438 = 0.14285714285714,

es decir,

21 —7r (;) Tr (;) -1
_— = ]_ ]_ —15 = = —1 _15.
20 077y A 20 0
El hecho de que 8 # 0 hace que para valores grandes de n la cantidad (3"

sea, en valor absoluto, muy grande y perturbe desmesuradamente los resultados
finales. o

o =

Una técnica estdndar para estudiar la estabilidad de un algoritmo es lo que se
denomina andlisis regresivo del error: mediante las manipulaciones necesarias, se
intenta escribir el resultado obtenido por el algoritmo como el verdadero valor que
se obtendria si se aplicasen operaciones exactas a otros datos distintos; si la dife-
rencia entre estos 1ltimos y los reales no es grande, el algoritmo seré regresivamente
estable. Més concretamente,

Definicién 1.2. Un algoritmo ¢ de resolucién del problema y = f(z) es regresi-
vamente estable si existe T con

|z == _

e = Oler)

verificando
p(x) = (7). o (1.9)

Observacion 1.10. Claramente, un algoritmo regresivamente estable es estable
puesto que (1.9) implica
llo(z) — f@I _

[ (@)l
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que, obviamente, es del orden del épsilon de la maquina. Un algoritmo regresiva-
mente estable ¢ proporciona, por tanto, un resultado exacto correspondiente a un
dato relativamente cercano (en el sentido anteriormente explicado) al dato verda-
dero. Es precisamente el hecho de que el error cometido se proyecte hacia atras
sobre los datos lo que justifica el calificativo de regresivo. g

Ejemplo 1.12. El algoritmo ¢; considerado en el ejemplo 1.10 es regresivamente
estable (véase (1.8)). o

Los conceptos de condicionamiento y estabilidad regresiva nos permiten estu-
diar, de manera sencilla, la precision que un algoritmo proporciona a la hora de
resolver un problema concreto.

Teorema 1.1. Supongamos que queremos resolver un problema y = f(x), cuyo
nimero de condicion es k(x) > 0, mediante un algoritmo ¢ regresivamente estable.
Entonces se verifica que

() = f(@)I]
[1f ()]l

es decir, el error relativo cometido es del orden del nimero de condicion multipli-
cado por el épsilon de la mdquina.

= O(k(z) eps),

DEMOSTRACION. Por ser ¢ un algoritmo regresivamente estable se tiene que

para un cierto x verificando

(véase (1.9)). A partir de la relacién (1.5), se concluye que

le(@) — f@)I| _ 1@ —f@ll ol =all oo
F@n - el @ O(x(x) eps). o

Observacion 1.11. El teorema 1.1 aporta informacién sobre la precisién del
algoritmo en el siguiente sentido: determina el orden del error relativo que se
comete cuando se toma el resultado que el algoritmo proporciona a partir del dato
exacto, en lugar de tomar el resultado exacto del problema (que, como ya se ha
indicado, es imposible de calcular en la mayorfa de los casos). o
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Ejemplo 1.13. Como el nimero de condicién de la funcién
P(x) =21 2 >0
es constante para todo z > 0 e igual a

Y’ (z)
()

se tiene que el error relativo cometido al usar el algoritmo ¢, considerado en el
ejemplo 1.10 es del orden de 100 veces el épsilon de la maquina. g

Kk =|T = 100,

1.6. Problemas

1.6.1. Problemas resueltos
1.1. Encontrar la expresién decimal de los nimeros binarios 11.11 y 111.707.

SoLUCION. Claramente se tiene que

11
(11.11)2:1x21+1><2°+1x2*1+1x2*2:2+1+5+1:(3.75)10

2 1 0 —1 —2
(111.101) =1x2°+1x2"+1x2"+1x2"4+0x2
2
F1x2 341 x27440x2 5 4+1x2764...

=4+24+1+(A+0+1)x23+(4+0+1)x27°
+(@4+0+1)x27 7+ (44+0+1) x 272 4 ...

o0 o0 n
1 1 ]
—T45Y =45 (8) =75 By
n=1 n=1 —

8

5 —
=7T+_-= (7. 714285) .o
7 10

1.2. Encontrar la expresion binaria de los niimeros decimales 0.1 y 5.3

SOLUCION. En primer lugar, veamos el algoritmo general para convertir un niimero
decimal « con 0 < < 1 a binario en la forma

z=0.0nas...qp...)2.
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Como ar o o
— LA P
=gty et t

se tiene que

« « «
=2 (4 5344 22

5 22 o +> :2$—(0.C¥20&3...OLP+1...)2,

es decir, la primera cifra decimal a; de x en base 2 se halla tomando la parte entera
de 2z. Ahora bien, como el nimero (0.cot3 ... py1 .. )2 estd también entre 0 y
1, para hallar la siguiente cifra oy basta repetir el proceso y, asi, sucesivamente.
De esta forma, a partir de la siguiente tabla

01x2=02| — 0
02x2=0.4 — 0
04x2=08| — 0
08x2=16 | — 1
06x2=12| — 1
02x2=04| — 0

se obtiene que

(0.1)10 = (0.00011),

~ ~
y, como 5. 3 =5+ 0. 3, a partir de

~ ~

0.3 x2=0.6 | — 0
~ ~

0.6 x2=1.3 — 1
~ ~

0.3 x2=0.6 | — 0

se concluye que

7~

(5. 310 = (5)10 + (0.3)10 = (101) + (0.01), = (101.01)s. o

1.3. Determinar los nimeros decimales que en simple precisién tienen la siguiente
representacion en coma flotante estandar:

a) 11100101110010010000000000000000.
b) 00000011110001111000000000000000.
¢) 11111111100000000000000000000000.
d) 10000000010000000000000000000000.
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SOLUCION.

a)

=

o

)
)
d)

1.4.

—1.1001001 x 22937127 = —1.1001001 x 27 ~ —1.186494578820998 x 10?3,
1.10001111 x 277127 = 1.10001111 x 27120 ~ 1.172555614945232 x 10736,
—00.

—0.1 x 27126 = —1.0 x 27127 ~ —5.877471754111438 x 10739, g

Supongamos que tenemos un ordenador que almacena los niimeros en base

10 con tan s6lo dos digitos de mantisa. Queremos calcular con esta méquina la
menor raiz de la ecuacién 22 — 20x + 1 = 0.

a)
b)

. Qué valor se obtendria al calcularla como 10 — /997

, 1
Idem calculandola como —— .
10+ v99

SOLUCION.

a)

Las raices de la ecuacién z? — 20z + 1 = 0 son
10 — v/99 = 0.05012562893429393 ... y 10+ 99 = 19.94987437106570. . . .

Trabajando en una méaquina con una mantisa de 2 digitos decimales, 99 es
un nimero maquina para ella (9.9 x 10). Como

V99 = 9.949874371065706 . . .

se tiene que 7(v/99) = 9.9 x 10°, con lo que, al ser también 10 un niimero
méaquina (10 = 1.0 x 10%),

(10 —v99) =10 - 9.9 =0.1.
Podemos evitar la cancelacién anterior escribiendo

1
10-v99=—— .
10 + /99

Puesto que r (10 + Vv 99) =r (10 +9.9) = 20, dado que 19.9 no es un nimero
maquina y hay que tomar su redondeo, se verifica

Notese que éste es el mejor resultado que puede obtenerse en esa maquina
para el calculo de 10 —1/99 puesto que coincide con el redondeo del resultado
exacto. g
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1.5. Se considera el problema de sumar tres numeros reales x,y,z € R con el
algoritmo
(z+y)+z

es decir, se suman los dos primeros y al resultado obtenido se le suma el tercero.
Demostrar que este algoritmo es regresivamente estable.

SOLUCION. Basta observar que, a partir de la relacién (1.4), se tiene que

(zoy)dz=r((z@y) +7(z2)=0+06) (DY) + (1+084)2)
=(1405)((14+d3)(x+y)+ (L+d5)01x + (14 3)d2y + (1 + d4)2)
=T+y+z

donde eps
< —
5l < 2
para i =1,2,3,4,5, y los nimeros
T = (1 + 51 + 53 + 55 + (;153 + 5155 + 5355 + 615355) X
= (14 02 + 03 + 05 + 9203 + 6205 + 0305 + 020305) ¥
Z= (14044 05+ d405) 2

verifican

roe H‘O(eps) y ‘ZZZ‘O(eps). O

= O(eps),

1.6. Estudiar el condicionamiento de la suma de n numeros x; + x2 + -+ + T,,.
SOLUCION. Consideremos Z;, perturbaciones de z;,

T, =x; +&;
coni=1,2,...,n. El error absoluto en la suma es

n
= E _sz

=1

n

n
E xi—g T
=1

i=1

y una cota del error relativo viene dada por

n n n n

dowi =D m | Doal dolal

i=1 i=1 _|i=1 < =1 Z |
n | n — n

w2 Sl

i=1 i=1

=1

Ei

=1
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por lo que los niimeros de condicién son

|4
K(Ti) =
>
i=1
para i = 1,2,...,n. Si todos los ntimeros {1, z2,...,2,} tienen el mismo signo

entonces el problema esta bien condicionado. En otro caso, si

n
i=1

los niimeros de condiciéon pueden ser muy grandes, lo que ocurre, en particular,
cuando los nimeros estan préximos a cancelarse entre si. o

1.6.2. Problemas propuestos
1.7. Arquimedes (278-212 a.C.) obtuvo las siguientes acotaciones del nimero 7

223 < 22
— << =
71 7
Determinar los errores absolutos y relativos cometidos en esas aproximaciones.

1.8. Algunos ordenadores utilizan, en lugar del sistema binario, el sistema hexa-
decimal, es decir, utilizan como base el 16 y los digitos que se emplean son

0,1,2 3 4,5 6,7, 8 9, A, B, C, D, E, F.

Encontrar la expresiéon decimal de los niimeros hexadecimales E, 1A, A9B.Al y

~
A. A asi como su expresién binaria. Comprobar lo cémodo que resulta expresar
numeros hexadecimales en binario y viceversa.

1.9. Hallar la representacion en coma flotante estandar en precisién simple de:
a) Los nimeros maquina de los problemas 1.1 y 1.2.

b) El redondeo de los niimeros de los problemas 1.1 y 1.2 que no son nimeros
maquina.

1.10. Hallar el numero de condicién para las siguientes funciones:

f(x) =2z%(a € R), g(x) =senx y h(x)=e".
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1.11. Se considera el problema de sumar n niimeros reales =1, s, ..., T, € R con
el algoritmo

S1 =21
S =8i-1+xi, 1=2,3,...,n.

Demostrar que el algoritmo anterior es regresivamente estable.

1.7. Practicas

1.1. Teniendo en cuenta que MATLAB trabaja en doble precision, calcular el niimero
méquina inmediatamente anterior a 1 y comprobar que dista 27°2 de 1.

1.2. Calcular 1@ 272, 1@ 27, 1625 y 15 27% y comprobar que los
resultados coinciden con los que tedricamente deben obtenerse.

1.3. Determinar el mayor y menor niimero maquina normal positivo, asi como el
mayor y menor nimero subnormal positivo, cuando se trabaja en simple precision.
Comprobar que coinciden con los expuestos en la tabla 1.1.

1.4. Idem para doble precision. Comparar con los comandos realmax y realmin
de MATLAB.

1.5. Hallar la suma y la resta de dos nimeros con exponentes muy dispares y
comprobar que el resultado obtenido concuerda con el previsto segin la aritmética
en coma flotante estandar.

1.6. Hallar las potencias sucesivas de 10 con exponente desde 1 hasta 309. Com-

0309

1
probar que el valor de 1 es infinito y que si z = 1039 entonces — = 0.
x

1.7. Determinar el épsilon de la maquina. Para ello, calcular 1 4+ 2 con z = 27¢
parai = 1,2, ... mientras que 14z > 1. Comparar con el comando eps de MATLAB.

1.8. Consideremos la sucesion de Fibonacci
ro=1, 21 =2
{ Tpt1 =Ty + Tp—1, N E N.
a) A partir de la sucesién {z,,}22, se define

x
yTL:7"7n€N.
T

n—1
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Obtener la ley de recurrencia de la sucesién {y, }5°; y demostrar que

E

1+
2

b) Determinar los errores absoluto y relativo,

yn_¢
¢

~ 1.61803 se denomina razén durea.

El nimero ¢ =

|yn _¢| y

)

para valores n = 1,2,...,100.

1.9. Se considera la sucesién de nimeros reales {a, }72  siendo

1 n
x
n= dzx, n € NU{0}.
e’ /()x+10xn {0}

a) Demostrar que los nimeros «;, verifican la ley de recurrencia

1
a, + 10,1 = —, n€N.
n

b) Comprobar que los valores de {ag,aq,...,as5} obtenidos a partir de las
secuencias
1 11
ag = log —
, 10 (1.10)
ap =——10ap—1, n=1,2...,25
n
y
a5 = 3.509 x 1073
. (111)
ap1=—\|——ay|, n=2524,...,1
10 \ n

son los que se obtienen en la tabla 1.5. Dar una explicacién a los mismos.

1.10. Aproximar la derivada de la funcién senx en & = 1 mediante la férmula

sen(l + h) —senl
h

con h = 10~ para ¢ = 5,6,...,16 comparando los resultados obtenidos con el
valor exacto como se hace en la tabla 1.2. Comprobar la pérdida de precisién por
cancelacion.

© Ediciones Pirdamide



© Ediciones Pirdmide

TABLA 1.5:
Valores obtenidos mediante la secuencia (1.10)

[ n | an [ n ] an
0 | 9.531018 x 1072 || 13 5.784969 x 1073
1 | 4.689820 x 1072 || 14 1.357888 x 1072
2 | 3.101798 x 1072 || 15 | —6.912212 x 1072
312315353 x 1072 || 16 7.537212 x 107!
4 | 1.846471 x 1072 || 17 | —7.478389
5 | 1.535290 x 1072 || 18 7.483944 x 10
6 | 1.313766 x 1072 || 19 | —7.483418 x 102
7 | 1.148056 x 1072 || 20 7.483468 x 10°
8 | 1.019440 x 1072 || 21 | —7.483463 x 10*
9 | 9.167129 x 1073 || 22 7.483464 x 10°
10 | 8.328714 x 1073 || 23 | —7.483464 x 10°
11 | 7.621952 x 1073 || 24 7.483464 x 107
12 | 7.113811 x 1072 || 25 | —7.483464 x 10°

Valores obtenidos mediante la secuencia (1.11)

[ n | O [ n | O |
25 | 3.509000 x 1072 || 12 | 7.038976 x 103
24 | 3.649100 x 1073 || 11 | 7.629436 x 1073
23 | 3.801757 x 1072 || 10 | 8.327966 x 1073
22 | 3.967650 x 1073 9 | 9.167203 x 1073
21 | 4.148690 x 1072 || 8 | 1.019439 x 10~2
20 | 4.347036 x 1073 7 | 1.148056 x 1072
19 | 4.565296 x 1073 6 | 1.313766 x 1072
18 | 4.806628 x 1073 5 | 1.535290 x 102
17 | 5.074893 x 1073 4 | 1.846471 x 1072
16 | 5.374864 x 1073 3 | 2.315353 x 1072
15 | 5.712514 x 1073 2 | 3.101798 x 1072
14 | 6.095415 x 1073 1 | 4.689820 x 102
13 | 6.533316 x 1073 0 | 9.531018 x 1072

Practicas

51
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1.11. Las raices exactas de la ecuacién de segundo grado
22— (64 +10715) 2 4+ (64 x 1071%) =0

son x; = 64 y x5 = 1072, Calcular sus raices comprobando que el resultado obte-
nido para la menor de ellas no coincide con el exacto en ninguna cifra significativa.

1.12. Comprobar los resultados del ejemplo 1.10 relativo al célculo de los 100
primeros términos de la sucesién definida por

1
o = 1, T = ?
22
Tn+1 = 71'n - ?mn—h n € N.
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2 Complementos de algebra matricial

2.1. Introduccidén

El primero de los problemas tipicos de Anélisis Numérico que se aborda en
este libro es el de la resolucion de sistemas lineales de ecuaciones. Dedicaremos los
préximos capitulos al estudio de métodos de resolucién de sistemas lineales de la
forma Au = b donde A es una matriz cuadrada conocida y b es un vector dado.

En el presente capitulo se recogen una serie de definiciones y resultados relativos
a las matrices. Aunque buena parte de ellos puedan ser conocidos, el hecho de
recopilarlos aquf servird para, por una parte, fijar la notacién utilizada y, por otra,
refrescar la memoria y tener accesibles los resultados que se necesitaran en los
capitulos siguientes.

2.2. Diversos tipos de matrices y propiedades

En todo lo que sigue, K denota el cuerpo R de los nimeros reales o el cuerpo
C de los nimeros complejos y V =K", n € N.

Definicién 2.1. Los elementos v € V se denominan vectores y se representan
como

U1
V2
v = i ,
Un
denomindndose {vy,vs,...,v,} las componentes de v. El elemento
T
v :(U171}27~'~;vn)
es el vector traspuesto de v € V' y
* — —
v* = (U1,02,...,0n)
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es el vector adjunto de v donde, para cada j € {1,2,...,n},
v; = ay —ibj si v; = a; +ibj, aj,bj eR

siendo i = v/—1 la unidad imaginaria. g

Definicién 2.2. Una matriz A es una coleccién de elementos a;; € K dispuestos
en la forma

air Qa2 QA1n
A= a21 az2 A2n
Am1  Am2 Amn

A es una matriz real si K = R y compleja cuando K = C. La matriz anterior tiene
m filas y n columnas y se denomina de tipo (m,n). En particular:

a) Un wvector columna (o vector) es una matriz de tipo (m,1).
b) Un vector fila (o vector traspuesto) es una matriz de tipo (1,n).

Notacion 2.1.

a) Una matriz A de tipo (m,n) de elementos a;; € K se denota A = (a;;);"2,

(¢ fila, j columna). También denotaremos por (A);; o A(4, j) el elemento de
A que ocupa la fila i y la columna j.

b) En algunas ocasiones, escribiremos la matriz A de tipo (m,n) en la forma
A= (ay,a2,...,a,)
donde a; € K™ representa la columna i—ésima de A parai=1,2,...,n. g

Definicién 2.3. Si A = (ay);;2, v B = (bi;);2, son matrices del tipo (m,n)
se define la suma de matrices como la matriz

A + B = (Cij)?yzl CON Cj5 = Q45 + bij
y el producto de una matriz A = (aij)?z.’zl por un escalar A € K como la matriz

AA = (dzj):ljil siendo dij = )\aij. [m}
Observacion 2.1. Es un sencillo ejercicio comprobar que el conjunto formado
por todas las matrices del tipo (m,n) con elementos en K tiene, con las operaciones
de suma y producto por escalares, estructura de espacio vectorial sobre K al que
denotaremos por M, xn = Mpmxn(K). o
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Definicién 2.4. Sea A = (ai])” 1 € Mpsn.
a) La matriz A* = (ajl)J " € My xm se denomina matriz adjunta de A.
b) La matriz AT = (aﬂ)] "1 € My xm se denomina matriz traspuesta de A. g
Observacion 2.2. Claramente,
(A7) = Ay (AT)T = A
Ademsés, cuando A es real, A* = AT. g

Definicién 2.5. Si A = (azk)Z iy EMpxy B= (bk])écz 1 € Mixn, entonces
la matriz producto de A y B viene dada por AB = (¢;;); 721 € Myxn, siendo

i,j
1
= Z aikbr. o
k=1
Observacion 2.3. Facilmente se comprueba que
(AB)* = B*A* y (AB)T = BTAT. |

Definicién 2.6. Sea A = (a”)” 1 € Mpxn. Se llama submatriz de A a toda
matriz de la forma

Qivgr  Qivg, 0 Giggg
Qizgy  Qigge 0 Qigjgy,
aipjl aiij e a’iqu

dondel§i1<i2<-~<ip§my1§j1<j2<-~~<jq§n. o

Definicién 2.7. Una matriz A € M, «, se denomina matriz cuadrada o matriz
de orden n. Diremos que una matriz es rectangular si no es cuadrada. g

Notacién 2.2. Denotaremos M,, = M, (K) = M, xn = M,xn(K) al espacio
vectorial de matrices cuadradas de orden n con elementos en K.

En todo lo que sigue, salvo que se mencione explicitamente lo contrario, tra-
bajaremos con matrices A € M,,.

Observacion 2.4. La descomposicion por bloques o en cajas de una matriz cua-
drada A € M,, es de la forma

A | Az | - | Aip

Aoy | Asp | -+ | Agyp
A=

Apl Ap2 App
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donde cada submatriz A;; € Mnanj con

Ay — ( )n1+n2+'“+’ﬂz‘,7l1+712+"‘+’ﬂj
ig = \dlk I=n1+nat+-+ni—1+1l,k=nit+no+--+n;_1+1

Yy
P
> mi=n
i=1
Nétese que los bloques diagonales A;; parai = 1,2, ..., p, son matrices cuadradas.

Asi, por ejemplo, si A € My, podemos hacer, entre otras, las siguientes descom-
posiciones en bloques de la matriz A :

ail ‘ ai2 @13 Q14 air @12 | a13  ai4
Q21 | G22 G23 (24 a21 Q22 | G23 (424
az; | aza a3z azs || aszr asz | azz azs |’
41 | Q42 43 Q44 a41 Q42 | Q43 Q44
a1 G12 @13 | G14 ail | @12 a13 | A4
Qg1 G2 A23 | Q24 Qg1 | G22 A23 | (24
aszy G322 A3z | A34 ’ azy | G32 a3z | A34
aq1 Q42 Q43 ‘ Q44 aq1 | G42 Q43 | Q44

En el primer caso p =2, n; =1y ny = 3; en el segundo, p =2, n; =ng = 2; en
el tercerop=2,n1 =3 yny=1;enel dltimo, p=3, ny =ng=1yny=2. g

Definicion 2.8. Sea A = (aij)?,j=1 € M,,. Los elementos a;; se denominan
elementos diagonales. o

Definicion 2.9. Con la notacion habitual de la delta de Kronecker
1, i=j
52‘]‘ =
0, i#j

se denomina matriz identidad a la matriz cuadrada I = (&'j)%:l eM,. o

Definicién 2.10. Una matriz A € M,, es inversible (o regular o no singular) si
existe una matriz B € M,, (tnica) de forma que

AB=BA=1.

En tal caso, la matriz B se denota A~! y se le denomina matriz inversa de A. En
el caso de que A no tenga la propiedad anterior se dice que A es una matriz no
inversible (o singular o no regular). o
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Observacién 2.5. Si A y B son dos matrices inversibles se verifica:

(AB) =BT ()= (AT y () P = (a5 @)

Veamos seguidamente los diversos tipos de matrices con los que trabajaremos
usualmente.

Definicién 2.11. Una matriz A = (aij)?’j:l e M, es:

a

ISH o >

99

~

)
)
)
)
)
)
)

g

i)

Hermitica si A = A*, es decir, a;; =aj; parad,j=1,2,...,n.

Simétrica si A es real y A = AT, es decir, a;; = aj; parai,j=1,2,...,n.
Unitaria si A* = A™1, es decir, AA* = A*A=1.

Ortogonal si A es real y AT = A™1, es decir, AAT = ATA=1.

Normal si AA* = A* A.

Triangular superior (resp. inferior) si a;; = 0 para i > j (resp. ¢ < j).
Diagonal si a;; = 0 cuando % # j. En este caso se denota

A = diag (a;;) = diag (a11,a22, - .., Gnn)-

Banda si existe p € {1,2,...,n} tal que a;; = 0 para |i — j| > p. Al ntimero
p se le suele denominar semi—ancho de banda y a 2p — 1 ancho de banda. En
el caso particular en que p = 2 la matriz A es tridiagonal y tiene la forma

ailr a2
a21 Qg2 423
az2 ass a34

Gn—-1n—2 0an—1n—1 On—-1n

An n—1 Ann
De diagonal estrictamente dominante si
n
Jai| > lay|
j=1

i

parat=1,2,...,n. @
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Observacién 2.6.
1. Toda matriz hermitica o unitaria es normal.
2. Si A es hermitica e inversible entonces A~! es también hermitica (véase (2.1)).

3. Si A es normal e inversible entonces A~! es también normal (véase el pro-
blema 2.24). g

Definicién 2.12. Sea A = (a;;);'j—; € M,. Se denomina traza de la matriz A
al ndmero

tI‘(A) = Zn: Q5. O
i=1

La traza de una matriz es invariante por transformaciones unitarias como se
muestra en el siguiente resultado:

Proposicién 2.1. Si A= (ai;)} ;1 € My, y U es una matriz unitaria, entonces

tr(A) = tr(UAU™).

DEMOSTRACION. Escribiendo U = (uy,us, ..., u,), como U*U = I, se verifica
que
para i,j = 1,2,...,n. De esta forma,
n n n n n n
tI‘(UAU*) = Z (UAU*)kk = Z ukZ(AU*)lk = Z Z Uk A U g
k=1 k=1 i=1 k=1 \i=1 j=1
n n n n n n
3 (X ) - 3w = 3 e
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 i=1

Definicién 2.13. Si A = (a;;)};—; € My y G, es el grupo de las permutaciones
de {1,2,...,n}, entonces

det(A) = Z sig(0) Ae(1)100(2)2 - - - Ao (n)n
oeGp

es el determinante de la matriz A.1 g

sig(o) denota la signatura de la permutacién o. El nimero de sumandos de la suma anterior
es n! (nimero de permutaciones de los indices {1,2,...,n}).
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En la siguiente proposicién recogemos algunos resultados conocidos relativos a
la traza y el determinante de una matriz.

Proposicién 2.2. Sean A, B € M,,.

det(A) = H Q5. 0O
i=1

Proposicién 2.3. Una matriz A € M,, es inversible si y sdlo si det(A) # 0.

DEMOSTRACION.

Supongamos que det(A) = 0. En ese caso, por el teorema de Rouché-Frobe-
nius, existe v € V\{0} tal que Av = 0. Por tanto, se obtiene la contradiccién:

Av=0 = A 'Av=0 = v=0.

Como det(A) # 0, aplicando nuevamente el teorema de Rouché-Frobenius,
sabemos que para cada i € {1,2,...,n} el sistema lineal

A’Ui = €y,

donde e; = (0, ...,0, Z1)7 0,...,0)T, admite una tnica solucién. De esta forma
la matriz B = (v1,vs,...,0,) € M, que tiene por columnas los vectores v;
verifica AB = I (véase el problema 2.3). Por tanto, det(B) # 0 y, aplicando
el mismo razonamiento, existe C' € M,, tal que BC = I. Asi pues,

AB=1=BC = A(AB) = (AB)C = A=C.

Luego AB = BA =1 y, por tanto, la matriz A es inversible . g
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Observacién 2.7. De los apartados ¢) y d) de la proposicién 2.2 se deduce que

1
det(A™!) = det(4) si A es inversible. g (2.2)

Definiciéon 2.14. Sea A € M,,.
a) El polinomio de grado n
Py(N) =det(A— A
se denomina polinomio caracteristico de A.

b) Las raices del polinomio caracteristico de A se denominan autovalores (o
valores propios) de la matriz A, es decir, \;(A) es un autovalor de A si
P4(Ni(A)) = 0. Por el teorema Fundamental del Algebra, la matriz A tiene n
autovalores {A1(A), A2(A), ..., A\,(A4)}, ya sean reales o complejos, contados
con su multiplicidad.

¢) Llamaremos espectro de A al conjunto de todos los autovalores de la matriz
Ay lo representaremos por

sp(A) = {A1(A), Xa(A), ..., A (A)}.
d) El nimero no negativo

o(4) = max {JNi(A)] = Mi(A) € sp(A)}

es el radio espectral de A. Como se observa, el radio espectral de una matriz
es el radio del circulo mas pequeno centrado en el origen que contiene a todos
los autovalores de la matriz. o

Observacion 2.8.

a) A la vista de la proposicién 2.3, para toda matriz A € M,, se verifica:

A es inversible < 0 ¢ sp(A).
b) Si A= (a;);;—1 € My es una matriz triangular entonces
SP(A) = {a117af227"'7ann}~ [m}
Veamos una caracterizacién de los autovalores de una matriz.
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Proposicién 2.4. Para toda matriz A € M, se verifica:
A €sp(A) & existe ve V\{0} tal que Av = lv.
DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta las siguientes equivalencias:

Av=X v, v#0 & (A—X)v=0,v#0
< el sistema lineal (A — M)z =0 admite solucién no trivial
& det(A— ) =0
< Aesp(4). o

Definicién 2.15. Sea A € M,,. Un vector v € V\{0} es autovector (o vector
propio) asociado al autovalor A = A(A) de A si Av = Av. El conjunto

{veV: Av=2Iv}
es el subespacio propio correspondiente al autovalor A\. g

A continuacién vamos a mostrar que todos los autovalores de una matriz
hermitica son reales y que los autovalores de una matriz unitaria tienen moédulo
uno (lo que le confiere el calificativo de unitaria a la matriz).

Proposiciéon 2.5. Sea A € M,,.
a) Si A es hermitica entonces sp(A) C R.
b) Si A es unitaria entonces |A\| =1 para todo A € sp(A).

DEMOSTRACION. Sea A € sp(A). Por la proposicién 2.4 sabemos que existe un
vector v € V\{0} tal que Av = Av. Nétese que

(Av)* = (Av1, Ava, ..., Aoy ) = (ATL, AU, . . ., AT, ) = ATy, Da, ..., Tp) = A0*
y que, al ser v # 0, entonces
vt =Y Tivi =Y [vil* > 0. (2.3)
=1 i=1
De esta forma:

a) Si A es hermitica entonces:
v = v Ao = v* Av = v* A*v = (Av)*v = (\w)*v = Iv*o. (2.4)

Asf pues, de (2.3) y (2.4) se deduce A\ = ) y, por tanto, A € R.
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b) Si A es unitaria, se verifica:
IM2v* v = X' dv = (A)* (W) = (Av)* (Av) = v* A% Av = v*v.
Nuevamente, por (2.3), se sigue |[A\|? =1, de donde |\ = 1. ¢

Como es sabido, toda aplicacién lineal A : V — V viene representada respecto
a una base B = {v1,v2,...,v,} por una matriz A = (a;;);';—;. Si tomamos otra
base B = {v1,0a,...,0,} de V, la aplicacién vendrd representada por otra matriz
A= P~'AP, donde P € M,, es la matriz cuya columna i—ésima estd formada por
las coordenadas del vector v; respecto a la base B. La matriz P se denomina matriz
de paso de la base B a la base B. Estas matrices A y A, que representan la misma
aplicacién lineal respecto a distintas bases, se denominan matrices semejantes. Asi,

Definicién 2.16. Dos matrices A, B € M,, son semejantes si existe una matriz
de paso P no singular tal que B = P"1AP. o

Observacion 2.9. Dos matrices semejantes tienen el mismo espectro puesto que
sus polinomios caracteristicos coinciden. En efecto,

Pg(\) = det(B — M) = det(P"*AP — \I) = det(P~'(A — A\I)P)
= det(P~1) det(A — AI) det(P) = det(A — X\I) = Pa(\)

(véase (2.2)). o

Se plantea el problema de, a partir de una matriz dada A, encontrar una matriz
semejante a A que sea lo mas sencilla posible. El caso “mads favorable” es cuando
existe una matriz P de paso de forma que P~'AP es diagonal. Esto da pie a la
siguiente definicién:

Definicién 2.17. Una matriz A € M,, es diagonalizable si existe una matriz
P € M,, inversible tal que P~'AP es diagonal. g

Se tiene la siguiente caracterizacién:

Proposicién 2.6. Una matriz A es diagonalizable si y sdlo si existe una base de
V formada por autovectores de la matriz A.

DEMOSTRACION. Basta observar que
P7'AP =D =diag (\;) & AP =PD & Ap; = \ip;, i =1,2,...,n

donde {p1,p2,...,pn} son las columnas de la matriz P.
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Asi, si A es diagonalizable, las columnas de P (que son linealmente indepen-
dientes por ser P inversible) constituyen una base del espacio y cada una de ellas
es un autovector de la matriz A. Reciprocamente, si {p1,pa2,...,pn} es una base
de autovectores de A, la matriz P = (p1,ps, ..., p,) diagonaliza la matriz A. o

El siguiente resultado muestra que toda matriz es semejante a una matriz
triangular mediante una matriz de paso unitaria:

Teorema 2.1. Sea A e M,,.

a) Eziste U unitaria tal que U* AU es triangular.

b) A es normal si y sdlo si existe U unitaria tal que U* AU es diagonal.

DEMOSTRACION.

a) En primer lugar vamos a demostrar un resultado mds débil: que toda matriz
es semejante a una triangular superior (sin imponer ninguna condicién a la
matriz de paso). Para ello, procedemos por induccién en el tamafio n de la
matriz:

i) Para n =1 el resultado se tiene trivialmente.

i1) Supongamos cierto el resultado para matrices de orden n — 1. Conside-
remos un autovalor A de A y un autovector u asociado a él. Obviamente,
como u # 0, existen vectores {ve, vs,...,v,} que hacen que la matriz

P = (u,vo,...,0,)
sea inversible. De esta forma,

AP = (Au, Avs, ..., Avy,) = (Au, Avs, ..., Avy,)

P7YAP = (AP 'u, P71 Av,,..., P71 Av,).
Ahora bien, como
I=P'P= (P 'u,P tvg,...,P  u,),

entonces
P lu=¢

siendo e; el primer vector de la base candnica. Asi, podemos escribir

P lAP = (\e;, P 'A Pldn) = (A w! 2.5
( 817 V2, ’Un) 0 An_l ( . )
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con A,_1 € M,_1 vy w € C* L. Por la hipétesis de induccién, existe
Qn_1 € M,,_1 inversible tal que

(anl)_lAnlenfl =Th 1 (26)

siendo T,,_1 € M,,_; triangular superior. A partir de la matriz

1 0
Q:P(O in)

y de las relaciones (2.5) y (2.6) se tiene que la matriz

QTAQ= <t1> <Qn01>-1> pap ((1) Qfl)
(1] 0 N (A[ T\ (1] 0 )
\O [ (@nu-1)"")\O0[ A1) \O[Qnr)

_ (A w'Qn_y N (A ] 0T Qur )
N0 (@) 4u1Qur ) ~ O] Ty )

es triangular superior.

Demostremos ahora el resultado enunciado. Dada la matriz A existe, segin
hemos visto, una matriz P inversible tal que T = P~ 'AP es triangular
superior. Aplicando el resultado del problema 2.12 a la matriz P, se tiene
que existen una matriz U unitaria y R triangular superior e inversible de
forma que P = UR. Por tanto, U = PR~ 'y

U*AU =U'AU = RP™'APR™' = RTR™*
que es triangular superior por serlo T, R y su inversa.

b) Supongamos que A es normal. A partir del apartado a) se tiene que existe
U unitaria tal que T = U* AU es triangular superior. Veamos que, ademas,
es normal por serlo A. En efecto,

T*T = (U*A*U)(U*AU) = U*(A*A)U
= U*(AA*)U = (U*AU)(U* A*U) = TT*.

Por tanto, al ser T triangular y normal, utilizando el problema 2.10, se llega
a que T es diagonal. Reciprocamente, si U* AU = D = diag (d;;), entonces

DD* = D*D = diag (|di;|?) .
De esta forma, por ser U unitaria,
A*A=UD*(U*U)DU* =UD*DU*
=UDD*U* = (UDU*)(UD*U*) = AA*. ¢
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Observacion 2.10.

1. Las matrices de paso que verifican las condiciones del enunciado no son tinicas
(basta considerar A = I).

2. Como consecuencia de la observacién 2.6 y de la segunda afirmacion del
teorema 2.1 se deduce que toda matriz hermitica o unitaria es diagonalizable
por una matriz de paso unitaria. Ademads, cuando la matriz A es simétrica
puede demostrarse que la matriz de paso es también real, es decir, existe O
ortogonal tal que OT AO es diagonal.

3. La matriz triangular U* AU se denomina forma de Schur de A. Tiene gran
importancia en la practica por la dificultad numérica de calcular otras formas
canoénicas como la matriz de Jordan.

4. Para toda matriz hermitica existe una base ortonormal formada por auto-
vectores de A (véase el problema 2.23).

5. Nétese que los elementos diagonales de la matriz triangular U* AU son los
autovalores de la matriz A. De esta forma, la proposicién 2.1 asegura que

tr(A) = tr(U* AU) = f: Ai(A).
i=1

Andlogamente, se verifica que

det(A) = det(U*AU) = ﬁ Ai(A).

i=1

6. Del apartado 5y de la observacion 2.9 se deduce que la proposicion 2.1 puede
generalizarse a matrices de paso arbitrarias: dos matrices semejantes tienen
la misma traza, esto es

tr(A) = tr(P~'AP)

para cualquier matriz P € M,, inversible. g

Definicién 2.18. Una matriz hermitica A € M,, es definida positiva (resp. se-
midefinida positiva) si

v*Av >0, v € V\{0} (resp. v*Av>0,v€ V). g

Observacion 2.11. En el caso real, para que una matriz A simétrica sea definida
positiva basta con que verifique

v Av >0, v € R™\{0} (2.7)
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puesto que la condicién anterior implica que
v Av > 0, v € C"\{0}.

En efecto, para un vector arbitrario v = a + bi € C"\{0}, a partir de la relacién
(2.7) se tiene que

v Av = (a+bi)*A(a+ bi) = (a* — b i) A(a + bi)
=aTAa + a Abi — bT Aai + bT Ab
=atAa +bT Ab > 0,

puesto que los vectores a,b € R™ no son nulos simultdnemente y la simetria de la
matriz A hace que se tenga

atAb= (aTAW)T =bTAYa =bTAa. o

Veamos una caracterizacién de las matrices definidas y semidefinidas positivas
a partir del signo de los autovalores de la matriz:

Proposicion 2.7. Si A € M,, es una matriz hermitica, se verifica:
a) A es definida positiva < sp(A) C R,.
b) A es semidefinida positiva < sp(A) C Ry U{0}.

DEMOSTRACION. Mostramos tinicamente la primera equivalencia, pues la segun-
da se prueba de forma andloga.

Si A € sp(A), por la proposicién 2.4 existe v € V\{0} tal que Av = A\v. Por

tanto,
n
ANWv=v"Av >0y v'v= Z lvi]? > 0,
i=1
de donde ‘A
v* Av
A=——2>0.
v*v

Por el teorema 2.1, puesto que toda matriz hermitica es normal, sabemos
que existe una matriz U unitaria tal que U*AU = D siendo D una matriz
diagonal. Mas concretamente,

U*AU = D = diag (\;(A)).

Por tanto,
v*Av = v (UDU*)v = (U*v)*D(U*v), v € V.
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Dado v € V\{0}, si denotamos w = U*v, como U es una matriz inversible
entonces w # 0y, al ser \;(A) > 0 para todo ¢ = 1,2, ..., n, se verifica

v*Av = (U*v)*D(U*v) = Z)\Z- lwi? >0, ve V\{0}. o
i=1

Observacién 2.12. Si A = (a;5)};—; € M, es una matriz hermitica y denota-
mos por

a1 a2 a1k
6, = det a1 G22 a2k
Gkl Qg2 Okk
al menor principal de A de orden k € {1,2,...,n}, se verifica:

A es definida positiva < 6, >0, k=1,2,...,n
(véanse los problemas 2.16 y 4.9). g

Veamos un resultado que nos va a permitir construir matrices semidefinidas
positivas a partir de matrices cuadradas arbitrarias y matrices definidas positivas
a partir de matrices inversibles.

Proposicién 2.8. Dada una matriz A € M,, se verifica que A*A es una matriz
hermitica y semidefinida positiva. Ademds, cuando A es inversible la matriz A*A
es, de hecho, definida positiva.

DEMOSTRACION. Claramente (A*A)* = A* A, luego la matriz A*A es hermitica.
Por otra parte, para todo vector v € V\{0} se verifica

V" A" Av = (Av)* (Av) = Z lw;|? >0

i=1

siendo w = Av, de donde se deduce que la matriz A*A es semidefinida positiva.
De hecho, cuando la matriz A es inversible se verifica que w # 0, por lo que

n
v*A*Av = Z lw;|* > 0,
i=1
obteniéndose asi que A*A es definida positiva. g

Finalizamos esta seccion con un resultado, que se utilizard con bastante fre-
cuencia, relativo a la inversibilidad de las matrices de diagonal estrictamente do-
minante.

© Ediciones Pirdmide



68  Complementos de dlgebra matricial

Teorema 2.2. Toda matriz de diagonal estrictamente dominante es inversible.

DEMOSTRACION.  Sea A = (ai;)};—; € M, una matriz de diagonal estrictamente
dominante, es decir,

n
laii| > |ag] (2.8)
j=1
J#i
para i =1,2,...,n. Para demostrar que A es inversible veamos que la tnica solu-
cién del sistema lineal homogéneo Az = 0 es z = 0. Argumentamos por reduccién
al absurdo: supongamos que z # 0 y derivemos una contradicciéon. Para ello, sea
ip € {1,2,...,n} tal que
zi | = max |z
1y = e [,

por lo que
|2i| < [2io]

para ¢ = 1,2,...,n. El hecho de que z # 0 hace que z;;, # 0 y, como Az = 0,

entonces
n
E Aij25 = 0
J=1
para i =1,2,...,n, de donde se deduce que
n
Aiizi = — E QijZj
Jj=1
J#i

para todo indice ¢ = 1,2,...,n. En particular, aplicando la propiedad (2.8) para
1 = 1g, se obtiene la contradiccién

n

n n
|igio| 12i0] = | Y iizi| < D laigsl 1251 <D Naiogl 20| < ligiol 12io] - o
=1 i=1 =1
Jj#io0 Jj#io Jj#io

2.3. Normas matriciales

En esta seccion se introduce la nocion de norma de una matriz, herramienta
bésica en el estudio de la convergencia de los métodos iterativos que seran tratados
en el capitulo 5. En primer lugar, recordamos el concepto de norma vectorial y
algunas de sus propiedades.
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Definicién 2.19. Una aplicacién ||-]| : V — Ry U {0} es una norma en V si
verifica:

a) |]|=0 & v=0.

b) |[Av[| = [A[ ||v]|, ve V, Ae K.

e) ||lu+v|| < |lul| +||v]|, u,v € V (desigualdad triangular).

Una norma en V se denomina también norma vectorial.

[m}
Ejemplo 2.1. Son normas en V las aplicaciones:
n n
vl :; vl (vl = ; [0if? ¥ vl = max il
donde v = (v1, va,

,vn) Y. En general, también es una norma en V

1
n p
|vl], = (Z |vi|p> para 1 < p < +oc.
i=1

Asi, por ejemplo, para el vector v = (1,—1,1,—1)T € R?* se tiene que

loll, = V4, 1<p<+ooy ]|, =1
Ademaés, como se vera en el problema 2.11,
lim lell, = [follo, v € V- (2.9)

Observacion 2.13. La desigualdad triangular de la norma determina, para todo
par de vectores u,v € V las desigualdades

{ [lull = 1o+ (u = 0)|| < o] + |lu = v]]

ol = llu+ (v —w)| < [Jul| + (v —ull
Como ||u —v|| = ||v — ul|, se deduce la desigualdad
Hull = 1ol | < [lu =2, w,o € V. o
Observacién 2.14. Siv = (vy,vs,

(2.10)

..,u,)T € V entonces

U1
Vg = - 2
v'v = (01,0a,...,0,) | T | = Z Vv = Z vi* = |[vl]3 -
i=1 i=1
Un
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Es decir, podemos expresar
l|v]|y = +Vv*v, vE V. g (2.11)

Observacién 2.15. La bola unidad en R? para las normas p e infinito viene
dada por

B (0,0) = {(z,y) € R?: |z’ + |y[" <1}, 1 < p < +oo

B{™(0,0) = {(z,y) € R? : max{|a],[y|} < 1}

(véase la figura 2.1). La relacién (2.9) hace que se tenga

lim B (0,0) =B{0,0). o

p——+o0

Bola unidad para la norma 1 Bola unidad para la norma 2

1 1

05 05

0 0

-05 -05

-1 -1
-1 0 1 -1 0 1

Bola unidad para la norma 5 Bola unidad para la norma c

1 1
0.5
0 0
-0.5
-1 -1
-1 0 1 -1 0 1

Figura 2.1: Forma de la bola unidad en R? para diversas normas.
Definicién 2.20. Dos normas ||-|| y ||-|| en V son equivalentes si existen cons-
tantes ¢, C' > 0 tales que

clloll < [l < Clll, ve V. o

Proposicion 2.9. En un espacio vectorial V de dimension finita todas las nor-
mas vectoriales son equivalentes. g

La desigualdad (2.10) permite demostrar la continuidad de la norma.

Proposicién 2.10. Si ||-|| es una norma en 'V entonces la aplicacion v — ||ul]|
es continua.
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DEMOSTRACION. Dados u € V y € > 0 arbitrarios basta tomar § = e yv € V
con ||u — v|| < 0 para que, aplicando (2.10), se verifique que
[Hull = 1loll] <& o

Introducimos, a continuacion, la nocién de norma de una matriz:

Definicién 2.21. Una norma matricial es una aplicacién ||| : M, — Ry U {0}

verificando las siguientes propiedades:
a) Al =0 < A=0.

b) [AA] = Al IAll, A€ M, AeK.

A+ Bl <[lAll + 1B, A, B € M.

o

)
)
)
)

d) [[AB| < [|All |BIl; A, B € Mn. o

Observacion 2.16. Las tres primeras propiedades aseguran que una norma ma-
tricial es una norma vectorial (cuando se considera una matriz A € M,, como un
vector de n? componentes) que verifica una propiedad extra. Esta cuarta condicién
proporciona la “compatibilidad” de la norma con el producto de matrices. g

Proposicién 2.11. Sea||-|| una norma en V. La aplicacion ||| : M,, — R U{0}

dada por

A
JAf = sup 1A% v (2.12)
w0 ||| [lv]|=1

es una norma matricial.

DEMOSTRACION. La aplicacién ||-|| estd bien definida ya que sup ||Av|| < +oo
[lv]]=1

debido a la continuidad de la aplicacién v — ||Av|| (véase la proposicién 2.10)
sobre la esfera unidad que es compacta. Demostrar que las dos definiciones dadas
son equivalentes y que la aplicacién ||-|| cumple las propiedades de norma matricial
se deja como ejercicio al lector. g

Definicién 2.22. La norma ||-|| dada en (2.12) se denomina norma matricial
subordinada a la norma vectorial ||-]|. o

Usualmente utilizaremos las siguientes normas matriciales subordinadas:

(2.13)

|| Av]] [ Av]] [ Av]]
LAl = sup 2y Al = sup >

I All, = sup :
vzo [0l vz0 [0l w0 [[0llo
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Observacion 2.17. Existen normas matriciales que no estan subordinadas a
ninguna norma vectorial (véase la proposicion 2.15). g

Proposicién 2.12. Sea ||| una norma matricial subordinada a una norma vec-
torial ||-|| . Se verifica:

a) [[Av]] < Al [lv]], A€ My, veEV.

b) J|Al = inf{A = 0: [JAv[| < Af[v][, v € V}.

c¢) Eziste u € V\{0} tal que ||Aul| = || A ||ul|.

) 1] = 1.

DEMOSTRACION. Los apartados a), b) y d) se obtienen directamente de (2.12).
Para mostrar ¢) basta tener en cuenta, nuevamente, la continuidad de la aplicacién
v > ||Av|| sobre la esfera unidad (compacta) para concluir que el supremo de (2.12)
se alcanza. Asi, si u € V con ||u|| = 1 verifica ||A| = ||Aul||, entonces

[ Aul] = AN lull - o

Observacién 2.18. A la vista del apartado b) de la proposicién 2.12, si para
una norma matricial ||-|| subordinada a una norma vectorial ||-|| se verifica que
existe una constante M > 0 verificando:

a) |[Av]| < M |Jv][, v € V.
b) Existe u € V\{0} tal que ||Au|| = M ||u]|.
entonces M = ||A|. o

Veamos cémo se pueden calcular, de forma directa, las normas matriciales
subordinadas mas usuales definidas en (2.13):

Teorema 2.3. Si A= (ai;)} ;=1 € M, se verifica:
n

All, = max a;i|, es decir, la norma viene dada por la mayor de
1T e J 1
<G<

todas las cantzdades que se obtienen al sumar los mdodulos de los elementos
de cada columna.

b) Al = +v/e(A*A) = ++/0(AA*) = ||A*, .

n

c) 1Al = max Z laij|, es decir, la norma ||-|| ., viene dada por la mayor de
j=1
todas las cantidades que se obtienen al sumar los mddulos de los elementos
de cada fila.
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DEMOSTRACION.
a) Para todo v € V se verifica que

n

1Av]l, =Y [(Av)l =D 1> aijv;

=1 i=1 |j=1
Z Z |a’1j| U]|) Z Z |aij| ’Uj|> (214)
=1 j=1 \i=1

n

S L) SITHEY ) o) I8
=1 =" =1

Consideremos el vector u € V de componentes

1 si i=jo
%0 {0 si i # jo

donde jy es un indice que verifica

n n
max Z |ai;| = Z |aiz, -
i=1 i=1
Como para este vector se verifica [[ul|; =1y
n n n n
il = 3 10011 = 3~ o = 3 ol = (g, 3 ) s
. , ° <jsn £
i=1 i=1 i=1 i=1

la observacién 2.18 implica que
Al = max Z |aij]-

b) Como sp(A*A) = sp(AA*) (véase el problema 2.13), entonces
o(A™A) = p(AA").

Por otra parte, como vimos en la proposicién 2.8, la matriz A* A es hermitica,
por lo que es diagonalizable por una matriz de paso unitaria (véase la obser-
vacién 2.10), es decir,

U*A*AU = D = diag (\;(A*A)),
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lo que hace que se tenga que
A*A=UDU".
Por tanto, a partir de (2.11), para todo v € V se verifica

||Av||§ = (Av)*Av = v* A" Av = v*UDU"v
= (U*v) Z i (A*A) Jw;|?

siendo w = U*v. Consecuentemente, usando que los autovalores de A* A son
nimeros reales no negativos (véanse las proposiciones 2.7 y 2.8)

| Av]f; < o(A"A Z |wil? = o(A*A)(U*0)*U

= Q(A*A)v UU*v = o(A"A)o*v = o(A"A) ||o]f5,

(2.15)

donde hemos utilizado nuevamente (2.11).
Elegimos ahora un autovalor de médulo méximo
Xi(ATA) = max. A (A*A) = o(A*A)
y u € V\{0} un autovector asociado a él, es decir,
A" Au = N (A% A)u.
Como se verifica que

| Aul)? = (Au)* Au = u* A* Au = A(A* A)u*u

* 2 * 2
= Ai(A"A) [Jully = o(AA) [|ull;
entonces, por la observacién 2.18, obtenemos que

Al = ++v/e(A*A).

c¢) Para todo v € V se verifica

1<i<n

[|Av||,, = Jnax [(Av);| = max Z a;jvj
(2.16)

n
< o, | 2l ol ) < &%Z'%‘ ol
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Consideremos ahora el vector u € V de componentes

@iy .
— s a; #0
u; = |aioj|
1 si Ajn5 = 0
siendo ig un indice que verifica

n

n
max > fag| = > laigsl-
== =1

Por un lado, se verifica la desigualdad (2.16) para w, es decir,

Mo < | a3 lasl ) ol (217)
=

Por otra parte, tenemos que

n n
[Aull o = [(Aw)ig] = | aiggus| = | Y aigsus
j=1 j=1
aiq; 70
_ i @ iy j _ i ‘aioj|2 _ i |a' | (218)
; 7 aig) ; | @i : !
Jj=1 : j=1 j=1
aioﬁéo aioj;é() aioﬁé()
n n n
= laigi| = max > lagl= max. > laisl | Hully »
j=1 ==" 5 ==" =
donde se ha usado que |[[u||, = 1, al ser |u;| =1, j = 1,2,...,n. De esta

forma, las desigualdades (2.17) y (2.18) conducen a la igualdad

1<i<n

n
|Aull, = | max > fay| | llull, -
j=1
Nuevamente, la observacion 2.18 implica que

n
41 = a3l o
=
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Observacién 2.19. De los apartados a) y ¢) del teorema 2.3 se deduce que
1A%, = Al - o

Como se ha visto en el teorema 2.3, las normas |-||; v |||, son ficilmente
calculables a partir de los elementos de la matriz. Por el contrario, la norma |||,
no tiene una expresién explicita sencilla; sin embargo, esta norma tiene buenas
propiedades desde el punto de vista tedrico. Veamos algunas:

Proposiciéon 2.13. Sea A € M,,.

a) La norma ||-|, es invariante por transformaciones unitarias, es decir, si
UU* =1 entonces

1Al = AU, = [UAll, = U AU, -

b) Si A es normal entonces
Al = o(A).

DEMOSTRACION.
a) Segun se ha visto en el apartado b) del teorema 2.3, se tiene que
2 * *TT* * 2
Al = o(A™A) = o(A"UTUA) = o((UA)"(UA)) = [[UA]l;,
IAll; = o(AA*) = o(AUU* A*) = o((AU)(AU)*) = [|AU|3,
y, por las dos propiedades anteriores,

IU= AU, = [ AU, = [|All; -

b) Si A es normal, por el teorema 2.1, existe U unitaria tal que
U*AU = D = diag (A\;(A)).
Por tanto, el apartado anterior nos asegura que
A5 = U AUl; = IDIl; = o(D" D). (2.19)

Como
D* = diag (A (A))

entonces

D*D = diag (|A:(A)]%)
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y, consecuentemente,

sp(D"D) = { (A, Da(AF ... M ()}

De esta forma, regresando a la expresién (2.19), se concluye

1<i<n 1<i<n

JAIZ = o(D*D) = max (AP = ( max [A(A >|) — ((A). o

Observacién 2.20. Sea A € M,,.

a) Si A es hermitica entonces ||A|, = o(A4).

b) Si A es unitaria entonces [|A]|, = —i—\/g(A*A) = +\/Q(I) =1. g

Como ya se ha dicho, existen normas matriciales que no estdn subordinadas
a ninguna norma vectorial. Vamos a construir una de ellas (que, por otra parte,
no es otra que la norma euclidea en M,, considerado como espacio vectorial de
dimensién n?) que servird como complemento préactico a la norma |-, (véase la
observacién 2.22).

Observacién 2.21 Si A = (a;5);';—; € My, entonces A* = (@j;)’};_;, por lo que

A*A = (alj)z] 1

siendo
n
= E Aki Ak
k=1
para i,j =1,2,...,n. En particular, los elementos diagonales son de la forma
n n
_ _— 2
Qi = Y Witk = Y |ag]
k=1 k=1
para i = 1,2,...,n; consecuentemente,
n n
=2 @i= D lawl’
i=1 ik=1

s

Proposicién 2.14. La aplicacion ||-||z : My, — Ry U {0} dada por

Al = + Z a2 = +v/Br(A7A) (= +/ix(AA)) (2.20)

1,j=1

es una norma matricial.
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DEMOSTRACION. La aplicacién ||-[|p no es més que la norma euclidea en M,,
considerado como espacio vectorial de dimensién n?, por lo que:

a) [[Alg =0 & A=0.

b) IAAllg = (Al [[Allg, A € Mp, A€ K.

¢) A+ Bllg < |Allg + I1Bllg » A, B € M.
d)

Para la cuarta propiedad aplicamos la desigualdad de Cauchy—Schwarz a los
vectores

ai = (a1, a2, -, ain) "y by = (bij,bajy. .oy bng) b,
obteniendo

n

IAB];: = >

ij=1

2

<> (Z |az‘k|2> (Z |blj|2>
i,j=1 \k=1 =1
= D daal | [ D2 byl ) =IAI IBIG - o

ik=1 Gi=1

n
> ainby

k=1

n

Definicién 2.23. La norma matricial |-||p dada en (2.20) se denomina norma
Frébenius. o

Entre las principales propiedades de la norma Frobenius destacamos:

Proposicién 2.15. La norma Frébenius ||-|p es una norma matricial no subor-
dinada si n > 2 e invariante por transformaciones unitarias. Ademds,

1Al < lAlle < v All,, A€ M. (2.21)
DEMOSTRACION. Como
Ilp = v £1 sin>2,

por la proposicién 2.12 se obtiene que la norma |- no esté subordinada si n > 2.
Por otra parte, si U es una matriz unitaria, se verifica que

AN = tr(A"4) = (AU UA) = tx((UA)"(UA)) = [U A,
AT = tr(AA") =

tr(AUU* A*) = tr((AU)(AU)*) = || AU |13
y

|U* AU Iz = 14U Iz = 1 Allz -
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Finalmente, como los autovalores de A* A son nimeros reales no negativos (véanse
las proposiciones 2.7 y 2.8) entonces

o(A*A) £ 37 M(A*A) < no(A*A).
i=1
Asi, por el teorema 2.3, se tiene que

A5 = (A7 A4) <> Ni(A*A) = tr(A"A) = | A||f < no(A*A) =n A3,

i=1
obteniéndose (2.21). g

Observacién 2.22. Ya se ha comentado que el teorema 2.3 proporciona la ma-
nera de calcular la norma ||-||; y la norma ||-|| . de una matriz A € M,, a partir de
los elementos que la componen y que no ocurre asi con la norma |-||, . El interés de
la norma ||| es que también se calcula directamente a partir de los elementos de
la matriz y, mediante (2.21), puede usarse para obtener cotas de la norma ||-||,. o

Las matrices normales verifican que su norma |||, coincide con su radio espec-
tral. En el caso general (es decir, el caso de una matriz y una norma cualesquiera)
el resultado se convierte en una desigualdad: el radio espectral es siempre menor
o igual que la norma de la matriz. Por otra parte, siempre se puede encontrar una
norma tan préxima al radio espectral como se quiera. Veamoslo:

Teorema 2.4. Sea A € M,,.
a) Para toda norma matricial ||-|| (subordinada o no) se verifica que

o(4) < 1 A]l.-

b) Para todo € > 0 existe una norma matricial ||-|| , . (que se puede tomar
subordinada) tal que

Al 4. < o(A) +e.
DEMOSTRACION.

a) Sea v € V\{0} un autovector asociado al autovalor A de A de médulo méxi-
mo, es decir,
Av = Xv con |\ = o(4)

y w € V de forma que la matriz vw™ € M,, es no nula. Entonces,

o(4) [low™ |l = Nl flow™[]| = o™ = flAve ™| < JAY low™]]

de donde se sigue el resultado al ser H|UwT||| > 0.
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b) Como A € M,, por el teorema 2.1, existe una matriz unitaria U tal que
U~'AU es triangular. Supongamos que es de la forma

Aotz tiz 0t tin
Ay taz 0 tap-1 lon
. Az 0 tza-1 lan
U AU =
/\n—l tn—l,n
An
donde {A1, A2, ..., A} son los autovalores de A. Si para cada § > 0 conside-
ramos la matriz diagonal
Ds = diag (1,0,6%,...,6" 1),
entonces
(UDs)"*A(UDs) = Dy 'U~ AU D
A Oty 8%tz o0 "y VT,
Ao Otaz o0 "3ty 1 "y,
)\3 .. (S"_4t3’n,1 5n—3t3n

)\nfl 6tn71,n

An
Dado € > 0 tomamos ¢ > 0 suficientemente pequenio para que
n
Z 5j7i|tij| <e
j=i+1
parai=1,2,...,n—1,y consideramos la aplicacién ||| , . : M, — R U{0}
dada por
IBlls.. = [[(UDs) ' BWDs)||, . B € My
Nétese que ||-|| 4 . depende de la matriz A y de e. Claramente, ||-|| , . es una

norma matricial subordinada a la norma vectorial

v = H(UD(s)_lvHoo, veV.

Ademas,
n
B . B .
1Ly = 0D AUDS|, = max | 30 & el + 1A
j=i+1
n
_ =iy ,
max ” 07t +1I£?§Xn INil <e+0(A4). o
Jj=t
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Si A es una matriz inversible entonces es no nula y, por tanto, ||A| > 0 para
cualquier norma matricial ||-|| (subordinada o no). Como I = AA~!, entonces

17l = [lAAH < nal fla=*

obteniéndose una acotacién inferior de la norma de la inversa de la matriz A

At >M.
4~ = 32

A continuacién vemos cé6mo obtener una acotacién superior de la norma de la
inversa de A cuando la matriz A puede escribirse como A = I + B, donde B es
una matriz con norma “pequena”’. Para matrices de este tipo se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 2.5. Sea B € M,,. Si existe ||-|| norma matricial (subordinada o no)

tal que
IB]l <1 (2.22)

entonces I + B es inversible y

[

I+ < 55

(2.23)

DEMOSTRACION. El teorema 2.4 y la condicién (2.22) hacen que se tenga
o(B) <||Bl < 1.
Consecuentemente, A = —1 no es autovalor de B y, por tanto,
det(I + B) = det(B — (—1)I) #£ 0,
por lo que la matriz I + B es inversible. Por otra parte, como
(I+B)(I+B) =1

se tiene que

(I+B) ' +B(I+B)™*=1I,
es decir,

(I+B)'=I1-B(I+B)™"

Por tanto,

)

Il +B)~ [ < i+ 1BI |7+ B)~*
de donde se sigue (2.23). o

|
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Observacién 2.23.

1. El contrarreciproco del teorema 2.5 afirma que si I + B es una matriz singular
entonces ||B]| > 1 para toda norma matricial ||| .

2. En el caso particular de que ||-|| sea una norma matricial subordinada, en-
tonces la expresién (2.23) queda en la forma
lz+5)7ll < =
1—|B]
. 1 . __
3. Aplicando el teorema 2.5 a la matriz — A, se obtiene el siguiente resultado

r
més general: si existen 7 > 0 y una norma matricial ||-|| tales que A =rI+ B
con |B|| < r, entonces la matriz A es inversible y

T
U

(véase el problema 2.28). g

2.4. Convergencia de las iteraciones de una matriz

Para el estudio de los métodos iterativos que se llevard a cabo en el capitulo 5,
el paso fundamental serd determinar cuando las sucesivas potencias de una matriz
tienden hacia cero. En esta seccién abordamos esta cuestién. Para ello, comenza-
mos con la siguiente definicion:

Definicién 2.24. Sea |||| una norma vectorial. Una sucesién de vectores {v¥}°
de V converge a un vector v € V si

lim ||vk —v|| =0.
k— 400
En tal caso, se denota v = lim oF. g
k—+oco

Observacién 2.24.

1. La equivalencia de las normas en V muestra que la convergencia de una
sucesion de vectores es independiente de la norma elegida. De esta forma
(tomando, por ejemplo, la norma |[|-|| ) se demuestra ficilmente que:

lim v*=v < lim vf:vi,izl,Q,...,n
k—4o00 k—+o00
: k _ (ok ok kT _ T
siendo v* = (vf,v5,...,v.)", k€ N,y v = (v1,va,...,0,)".
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2. En particular, la nocién anterior incluye el caso de la convergencia de ma-
trices, pues basta considerar M, (K) como espacio vectorial de dimensién

n?. Concretamente, a partir de una norma matricial ||-||, una sucesién de
matrices {Ax}72, C M, converge a una matriz A € M,,, y lo denotaremos
A= lim Ak,

k—4o00

si

lim [JA, — A =0. o

k— o0

Ejemplo 2.2.

1. La sucesion de vectores

T
2 1
Uk: (k371—k2,8i) ERg

es convergente al vector

v= lim " =(0,1,1)T.

k— 400
2. La sucesién de matrices
k 4
I+m s %
A = X k ;3 k € M,
FTwe e

converge a la matriz

10
A= lim A= .
koo ¥ (0 0) .
El siguiente resultado caracteriza la convergencia a cero de las potencias suce-

sivas B* de una matriz cuadrada B.

Teorema 2.6. Sea B € M,,. Son equivalentes:
a) lim BF =o0.

koo

b) kEToo Bfy=0,veV.

c) o(B) < 1.

d) Euiste ||-|| norma matricial (que se puede tomar subordinada) tal que

1Bl < 1.
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DEMOSTRACION.

Sea ||-|| la norma matricial subordinada a una norma vectorial ||-||.

Por definicién,
lim B"=0 < lim ||B*| =o0.

k——+o00 k—+o00

Por tanto, como para todo v € V se verifica que

[1B*o[| < |B*[| llvll, & € N

entonces
lim ||B*v|| =0
k—+4oco
Y7 aSl’)
lim B*v =0.
k—+oco

Argumentamos por reduccién al absurdo. Si ¢(B) > 1 entonces existe

un autovalor A = A(B) € sp(B) con |A| > 1; basta considerar un autovector
v € V\{0} asociado a X para llegar a una contradiccién. En efecto, como Bv = \v
entonces

Bfy = X\ru, k €N,
y, por tanto,

i [[BRo]| = Tim A Jell 0.

Por el teorema 2.4, dado ¢ > 0 existe una norma matricial [|-|| 5 . tal

que || B g, < o(B) + . Tomando
0<e<1l-o(B)

se obtiene que
IBll 5. <eo(B)+(1—-e(B)) =1

d)=>a) | Claramente,

185 = 1B* Bl < [|B* | 1BI < - < UBI*, ke N. (2:24)
Por tanto, la hipétesis || B]| < 1 implica

lim [[B*]| =0,

k—4o00
es decir,
lim B"=0. o

k——+o0
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Observacion 2.25. En la practica, el resultado anterior se utiliza del siguiente
modo: si se quiere demostrar que las potencias sucesivas de una matriz B convergen
a cero, bastard probar que todos sus autovalores tienen médulo menor que uno, o
bien encontrar una norma matricial para la que |B|| < 1. o

El siguiente resultado muestra que la norma de las sucesivas potencias de una
matriz se comporta, en el limite, como las sucesivas potencias de su radio espectral:

Teorema 2.7. Si B € M,, y ||| es una norma matricial (subordinada o no)
entonces .
li B*||* = o(B). 2.2
i I - oB) 229

DEMOSTRACION. Como

(o(B))* = o(B¥), k €N, (2.26)
(véase el problema 2.14), el teorema 2.4 determina, para todo k € N,

(o(B))* = o(B") < || BY|

y, por tanto,
1
o(B) < ||B¥||* , k e N. (2.27)

Para obtener (2.25), debemos demostrar que para todo € > 0 existe un nimero
ko = ko(e) € N tal que

B o(B)] <&, k> o
lo que equivale, a la vista de (2.27), a mostrar que

|||Bk|||% <o(B)+e, k> ko.

Para ello, a partir de € consideramos la matriz

B
b= mre
Como
o) = 40 <1,
aplicando el teorema 2.6 obtenemos
lim B* =0,

k— 400
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es decir,
lim || BY|| = o.
B4
Del hecho de que esta sucesién de nimeros reales converja a cero deducimos que,
dado £ = 1, existe kg € N tal que
k
1Bl <1

para k > ko. Consecuentemente, para todo k > kg se verifica

Bk
o R
de donde
IB*]| < (o(B) + )"
y, por tanto,

1
IBHI* < o(B) +&

concluyendo, asi, el resultado. g

2.5. Problemas

2.5.1. Problemas resueltos

by
. T by
2.1. Siz=(r1,72,...,2%n) € Mpx1y B=| * | € Myxn probar que
by,
bla
B bl w
bl x
SoLUCION. Comprobemos que para cada i = 1,2,...,m se tiene que bz es la

componente i—ésima del vector Bx € M., «x1. En efecto,

x1
b;rl' = (bﬂ, big, ey bzn) $2 = Z bijxj = (B.’E)Z O
Ty =1
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2.2. Si B=(b1,ba,...,bp) € Mpsny = (21,209, .. .,mn)T € M, x1 demostrar
que
Bz = Z (Ed)z = 1’1b1 + (EQbQ + -4 l’nbn
i=1

SOLUCION. Teniendo en cuenta que Bx € M,,x1 y
n
(Bx)i = bij;
=1
parai=1,2,...,m, se verifica que
n

> bz
=1

B | 2t
j=1

3
3

Il
&
<
=
N
<
Il
&
<
QO“
[m}

2.3. SiAe Myxny B=(b1,b,...,by) € M, probar que
AB = (Aby, Abs, ..., Ab,).
SOLUCION. Como AB € My, xp ¥

(AB)ij =) aibuj
k=1

parat=1,2,....my j = 1,2,...,p, basta tener en cuenta que para cada indice
j€{1,2,...,p} la columna j—ésima de la matriz AB es

n
E a11by;
k=1

n
E Amkbij
k=1
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2.4. Demostrar que si A € M, xn, B € Myxp v @ € Mpyx1 entonces
A(Bz) = (AB)z.

SOLUCION. Por el problema 2.2 se tiene que si B = (b, bs,...,b,) entonces

/4 p
ABz) =AY b | = x;(Ab;).
=1 j=1

Jj=
Como, nuevamente, por el problema 2.2 se verifica que

X (Ab]) = (Abl,AbQ, ey Abp) T

p
=1

J

podemos aplicar el problema 2.3 para concluir que
A(Bx) = (Aby, Aby, ..., Aby)z = (AB)z. o
2.5. Probar que si A € My, xpn, B € Myxp y C € Mpx, entonces
A(BC) = (AB)C.
SOLUCION. Denotando por C' = (¢1,¢2, ..., ¢) € Mpxq podemos escribir

A(BC)=A(B(c1,c2,...,¢q)) = A(Be, Bea, . .., Bey)
= (A(Bec1),A(Bez),...,A(Bcey))

donde hemos utilizado dos veces el resultado del problema 2.3. Como por el pro-
blema 2.4 se verifica que

para i = 1,2,...,q, el resultado se concluye aplicando nuevamente el problema
2.3, ya que

((AB)c1, (AB)cg, ..., (AB)cq) = (AB) (c1,¢2,...,¢q) = (AB)C. ¢

2.6. Sean A, D € M,, con D = diag(dy, ds,...,d,). Encontrar las expresiones de
DAy AD.

SOLUCION. Denotando por A = (a;j)7';_1 y D = (di;)};—; con
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para cada par de elementos i,j € {1,2,...,n} se verifica que

(AD)i; =Y aindi; = aijdj; y (DA)ij =Y | dirar; = dijai
k=1 k=1

por lo que las matrices AD y DA son de la forma

a11dir  aieday -+ aipdan
AD = az1di1  ageday -+ agpdng
anldll an2d22 anndnn
y
diiair  dnais di101n
DA — dazazy  dosazy - da2ao,
dpnn1  dppap2 dpntnn

Observacién: nétese que si

A:(a17a27...,an) = AD:(d11a17d22a2,...,dnnan)

T T
aq diiag
T T
A=|® ~ pA= | %20
T T
a, dpnG,

Es decir, si se multiplica la matriz A por una matriz diagonal por la derecha
las columnas de A quedan multiplicadas por los elementos correspondientes de
la matriz diagonal, mientras que si se hace por la izquierda, son las filas las que
quedan multiplicadas. g

2.7. Sean Ay B matrices triangulares superiores (respectivamente inferiores) y
A un escalar. Demostrar que AA, A+ B y AB son matrices triangulares superiores
(respectivamente inferiores) y determinar sus elementos diagonales.

SoLUCION. Unicamente consideramos el caso en que A y B son triangulares su-
periores (el otro es totalmente analogo), es decir, A = (a;;)7;—; y B = (bij)7 =1
con

a;; =bi; =0 81 i>j. (2.28)

Claramente, AA = (ai;;)7;_1, A+ B = (8i5)i ;=1 ¥ AB = (7ij){j=1 siendo

n
aij = Naij, Bij = aij +bij ¥ i = Y Gikbij
k=1
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para i, = 1,2,...,n. Ademds, la propiedad (2.28) hace que para i > j se tenga

J n
a;; =0, Bi; =0y "Yij:zaikbijF Z aikbr; =04+0=0.

k=1 k=j+1
Por otra parte, para cada i € {1,2,...,n} se verifica que
n i—1 n
Vii = Z aikbri = Z aikbri + aiibii + Z aikbri = 0+ aiibi; + 0 = aiibi;
k=1 k=1 k=i+1

por lo que los elementos diagonales de estas matrices son
Qi = Mg, Bii = ag +bii Y i = aqibii
parat=1,2,...,n. g

2.8. Demostrar que si D es una matriz diagonal e inversible, su inversa es también
diagonal. Determinar D!,

SOLUCION.  Si la matriz D = diag(dy1,d22, - - ., dnn) es inversible, como
n
det(D) = Hdm
i=1

se verifica que
dii #0
para i = 1,2,...,n. Por otra parte, si D~ = (a1, az,...,a,) € M,, entonces

I = DilD = (dual, d22a27 e ,dnnan)

(véase el problema 2.6) de donde se obtiene que

1
4 = —e;
3 d,LZ 3
i
parai=1,2,...,n,siendo e; = (0,...,0,1,0,...,0)T el i-ésimo vector de la base
candnica. Es decir, que D~! es también una matriz diagonal de la forma
1 1 1
D _diag<,,...,>. .
di1 daa dnn,

2.9. Si A es una matriz triangular superior (respectivamente inferior) e inversible
probar que su inversa es también triangular superior (respectivamente inferior).
Determinar los elementos diagonales de A1,
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SOLUCION.  Si la matriz A = (a;;)7;_, es triangular superior e inversible, como

det(A) = H Qg5
i=1
entonces

para i =1,2,...,n. Por otra parte, si A=t = (by,bs,...,b,) € M, de la relacién
AA~1 =T se obtiene que

(Ab17Ab27 e ,Abn) = (817827 e ,en)

y, por tanto, para cada i € {1,2,...,n},

AbZ = €;
. 9 T
siendo e; = (0,...,0,1,0,...,0)" (véase el problema 2.3). De esta forma, para
cada indice i € {1,2,...,n} se verifica que
a1l a19 ‘e e o al,n—l A1n b O
1i
Gi-1,i—1 Gi—143 *°° Gi—1n—1 Gi—1,n bi—1,i 0
TR Qjn—1 Qin bi =11
biy1,i 0
An—1,n—1 Qpn—1,n b, - 0
n
Apn
Multiplicando por cajas se obtiene que
Qit1i+1  Qitli42 0 Gitln bit1.i 0
iy2i42 0 Ai42.n bi+2 i 0
. = )
bni 0

ann

de donde, por ser esta submatriz inversible (véase (2.29)), se tiene que

bji =0
para j =i+1,i4+2,...,n. Por tanto la matriz A~! es también triangular superior.
Ademés, los elementos diagonales de A~! son
1
by = —
Qg

parat=1,2,...,n. @
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2.10. Demostrar que si A € M,, es una matriz triangular y normal entonces A
es diagonal.

SOLUCION.  Si la matriz A = (a;;)};—, es triangular superior entonces
A5 = 0 sizt> J (230)

y la matriz A* = (aﬂ)] ;=1 es triangular inferior. Por otra parte, por ser A una
matriz normal, se verifica

A*A = AAY,
por lo que, en particular, se cumple que
(A"A)i; = (AA")si (2.31)
para ¢ = 1,2,...,n. Vamos a probar por induccién en i que para todo indice
i€ {1,2,...,n} se verifica que
a;; =0 si i <j. (2.32)

i) Para i = 1, se tiene que

n
(A*A)11 = Z Trrag = |ay |
h=1
n

2
(AA*)11 = E a1k Gik E |a1k]
=1

k=1

(véase (2.30)), por lo que, gracias a (2.31), tendremos

ajg = a3 =---=ay, = 0.
it) Supuesto cierto el resultado para las filas anteriores a la i—ésima, en particular
aj; =ag; =+ =a;-1,; =0,
por lo que, gracias a (2.30), se tiene que
? = laul®

A)ii = Z Uitk = |av® + lagil® + - + |aio1 i + |aul® = Jas

n
(AA"); Zam Aik = Z laik* = lainl.
k=i

Nuevamente, la relacién (2.31) conduce a
i it1 = Qjiq2 = -+ = Qi = 0.

Asi, las relaciones (2.30) y (2.32) hacen que A = diag (a11,a22,...,0nn). o
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2.11. Demostrar que para todo p > 1 se verifica que

o]l < Mloll, < /n foll, veEV. (2.33)
Concluir que
|v]| = pli}riloo [vl],, veV. (2.34)
SOLUCION. Sea p > 1. Para todo v = (v1,v2,...,v,)T € V se tiene que
p n
o, = (s, ) = o, e < 3 e = ol
i=

ol = Z [0l < maxfosf” = n|olg,

de donde se sigue (2.33). Finalmente, teniendo en cuenta que

lim ¢n=1,
p——+oo

basta hacer tender p — +00 en la expresién (2.33) para obtener (2.34). g

2.12. Factorizacién QR y método de Gram—Schmidt. Sea A € M,, inversible. De-
mostrar que existen ) € M,, unitaria y R € M,, triangular superior e inversible
de forma que A = QR.

SOLUCION. La demostracién de este resultado se basa en el proceso de ortonor-

malizacion de Gram—Schmidt. Si A = (a1, a2, ...,a,), se definen los vectores
1
4G = b
T lbslly
siendo
J—1
bj=a;— Y (4ia;) (2.35)
k=1
para j = 1,2,...,n. Nétese que esta definicién hace que cada columna a; de A
pueda escribirse como combinacién lineal de los vectores {q1, g2, ..., ¢;}, es decir,

aj =T715q1 + 2592 + 0 T 75545
para j = 1,2,...,n. Por tanto, tomando
ri; =0 si 1> 7,
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R = (rij)fj=1 vy Q@ = (q1,92,---,qn), se verifica que A = QR. Obviamente, la
matriz R es triangular superior; para finalizar la prueba basta demostrar que la
matriz @) es unitaria y, para ello, es suficiente probar que

4;qi =05 st 1<
para j = 1,2,...,n. Claramente, para todo indice j, se verifica que

g0 = llgll = o [Ibyl3 =1
116511
Mostremos entonces, por induccién en j, que
4;qi =0 si i<j
cuando j =2,3,...,n:

i) Para j =2

N—

4od1 = T 0241 = - Gy —(q102)q7 | q1
2 1b511, 2 |1 2 A
1

31l
1

= (a3q1 — (a3q1) ¢1q1) =

- — (a3q1 —a3q1) = 0.
1165115 o511, ?

it) Supuesto cierto el resultado para los indices menores que j, es decir, supo-
niendo que
G =0 sii<k<j

se tiene, a partir de la relacién (2.35),

1 1 it
4@ = b5 = L (q*a-)q*) qi
= T ||bj||2<ﬂ 2 (@)

1 * * * 1 * *
= ’ b; , (ani - (ani) Qz‘(h’) = ’ b;- . (ani _ani) =0.

Finalmente, como A es inversible y A = QR, la matriz R es inversible. g
2.13. Dadas dos matrices A, B € M,, demostrar que
sp(AB) = sp(BA).

SoLUCION. Es suficiente probar que sp(AB) C sp(BA), pues intercambiando los
papeles de A y B se obtendria la otra inclusién. Para ello, dado A € sp(AB) pueden
presentarse dos casos:
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a) Si A =0 entonces
0 = det(AB) = det(BA),

luego A =0 € sp(BA).

b) Si A #0, sea v € V\{0} un autovector asociado al autovalor A, es decir,
ABv = \v.
De esta forma, multiplicando la anterior expresién por la matriz B se obtiene
BA(Bv) = ABv,

es decir,
BAw = \w (2.36)

siendo w = Bw. Veamos que w € V\{0} argumentando por reduccién al
absurdo: en el caso de que Bv = w = 0 se tendria

0=ABv=M\v

lo cual no es posible por ser A # 0y v € V\{0}. Por tanto, la relacién (2.36)
determina que A es un autovalor de la matriz BA. ¢

2.14. Si A € M,, probar que
o(A¥) = (o(A)*, k e N.

SOLUCION. Por el teorema 2.1, existe una matriz unitaria U tal que T' = U* AU
es triangular. Supongamos que

t11 tio tin
to2 ton
T =
tnn
donde, como sabemos,
sp(A) = sp(U*AU) = sp(T) = {t11,t22, .-, tnn}. (2.37)

Sea k € N. Como el producto de matrices triangulares superiores es una matriz
triangular superior (véase el problema 2.7), la matriz unitaria U que triangulariza
A también triangulariza A* ya que

k)

Poa—wroy Y

AR = A (UTU*) =UT*U™.
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Como
(t)k v - Vln
T+ (ta2)® - Von
(tnn)®
entonces

sp(Ak) = sp(UTkU*) = sp(Tk') = {(1611)’“7 (tgg)k, ol (t,m)k},

es decir, los autovalores de la matriz A¥ son los autovalores de la matriz A elevados
a la potencia k—ésima (véase (2.37)). Por tanto,

)
o(4¥) = max yMAk)»:(max |Ai<A>|) — (AN, o

1<i<n 1<i<n

2.15. Demostrar que si A € M,, es triangular por bloques entonces
P
sp(A) = U sp(Ai;)
i=1

siendo Ay, i = 1,2,...,p los bloques de la diagonal de A. Deducir que el deter-
minante de una matriz triangular por bloques es el producto de los determinantes
de los bloques de su diagonal.

SOLUCION. Sea A una matriz triangular superior por bloques de la forma

All A12 e Alp
L, Az | - | Az
APP

donde A;; € M,,, para i =1,2,...,p, siendo n; +ng + --- + n, = n. Para cada
i € {1,2,...,p} dada la submatriz A;; € M,,, existird una matriz U; € M,
unitaria tal que T; = U;A;;U; es una matriz triangular (véase el teorema 2.1).
Supongamos que T; es triangular superior de la forma

P i
11 l12 1n;
téZ l2
.
T; = '
7
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parai=1,2,...
y
parai=1,2,...

se verifica que

U AU =

Por tanto,

Problemas

,p- De esta forma

sp(Aii) = sp (U] AiU;) = sp(T)

,p- A partir de la matriz diagonal por bloques

Uy
Us
U= diag(Ul, UQ, ey Up) =
Up
Uy An | A Atp
U; Az Ay
2 7 U
U* App
UfAy | UfAy | - | UfAy, Uy
Uy App U,
UfALnU | U AU | -+ | U AUy
U5 AxUs | -+ | U5 AU
U;AppUp
T, | UFApRUs | -+ | UT AU,
T < | Us AUy
T,

det(A) = det(U* AU) = (Ht) H ) (1] tfi>
i=1 i=1

= det(Tl) det(Tg) s
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2.16. Demostrar que si A € M,, es una matriz hermitica definida positiva y se
descompone en bloques, los bloques diagonales son matrices hermiticas y definidas
positivas. En particular, deducir que los elementos diagonales de A son niimeros
positivos, asi como sus menores principales.

SOLUCION. Supongamos que A estd descompuesta en bloques de la forma

A | Ao Aip
e Agy | Ago Asap
Apl Ap2 App

donde A;; € M,,, parai=1,2,...

,p, siendo n; +ng + -+ +n, = n. Como

* * *
11 21 pl
* * *
A* — 12 22 p2
* * *
1p 2p App

el hecho de que A sea hermitica hace que
Af = A

, P, por lo que las matrices A;; también son hermiticas. Por tanto,
,p}, la matriz A;; es definida positiva si se verifica que

parat=1,2,...
para cada i € {1,2,...

IUZ(A”U}z >0, w; € Vnz\{O}

Ahora bien, a partir de un vector w; € V,,,\{0} basta considerar el vector “am-
pliado” v = (0,...,w;,0,...,0)T para el que se cumple

wi Ajw; = v Av >0
por ser v € V\{0} y A un matriz hermitica definida positiva.

Nétese que, en particular, si hacemos la siguiente descomposicién de la matriz
hermitica y definida positiva A = (a;;)7';—, € M,

a1l [ Q12 |~ | Ain
A= Q21 | Q22 | ~-- | G2n
anl | Qp2 | Ann
se verifica que a;; > 0 para ¢ = 1,2,...,n. Por otra parte, por ser cada caja

principal hermitica y definida positiva sus autovalores son positivos y, por tanto,
su determinante también. o
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2.17. Sea A € M,, una matriz hermitica con espectro sp(A4) = {A1, Ao, ..., A}

a) Demostrar que para todo A € Ry v € V\{0} se verifica que

Av — A
min A — Ay < A=Wl
1<j<n o]l

b) Estudiar cémo se puede aplicar el resultado anterior para obtener aproxima-
ciones de los autovalores de la matriz A.

SOLUCION.

a) Por ser A una matriz hermitica existe una base ortonormal de autovectores
B = {ui,usa,...,u,} del espacio V (véase el problema 2.23), por lo que
podemos escribir el vector v € V\{0} en términos de la base B como

n
v = E Oéj’ll,j.
j=1

Por tanto,
n

Av = Z ajAuj = i aj)\juj
j=1

Jj=1
y, por ser B una base ortonormal,

2

n n
A0 = Xolly = | 1Y ajdju; =AY aju
j=1 j=1 )
2
n n
2
= (N = Neagug| [ =D log* A = AP usll;
=1 , =1
n
. 2 2 2
> min A=A z; a7 |3
J:

= min |[X— N2 |[v]f3
1%12n | 31 vl
de donde se sigue el resultado.

b) Dados A € Ry v € V\{0}, si denotamos por

_ [l4v— o],

o]l
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el resultado anterior muestra que existe un autovalor A; de A que dista de
A una cantidad inferior a r. De esta forma, en el caso de que r < 1 se puede
tomar A como una aproximacién de A;. o

2.18. Dados a,b,c € R con ac > 0 se considera la matriz tridiagonal

Comprobar que los autovalores de A son

. g
A; = b+ 2sign(c)v/accos (n+1)

para j = 1,2,...,n, con autovectores asociados {vj};?zl de componentes

)= ()7 sen (25

parak=1,2,...,n.

SOLUCION. Basta observar que para cada j € {1,2,...,n} se verifica que
L4vj)k:: a(vj)k 1 ( ) ( )k+1
-1 a\ = ik
) () ) ()
% < k;+ 1) >
o) e (3 )

k _ .
iy (9)2 (Sen (Hkl)> +sen (W(k+1>)>
c n+1 n+1
. (a = jmk a %1 jmk g
_b(c> sen<n+1>+26(c> ben(n—i—l)COS(n—i—l)'
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Por tanto,
k—1 .
. a\ "z jmk
Avl) =D (f) 3
( v )k c sen n+1

k—1 .
o k
+ 2 sign(c)vac (E) ® sen ( T ) cos
c n
a

)

Vs
n-+1
sen
c n—+1

= (b+2sign(c)¢a7cos( Jm )

n+1
:’\j (Uj)k' o

2.5.2. Problemas propuestos
2.19. Siwv,w € V, determinar la forma de vw®.

2.20. Producto de matrices por bloques.

A B E F ..
a) Sean M = (C D) y N = (G H) particiones por bloques coherentes de

las matrices M y N (es decir, A,E € M,, y D,H € M,, con ny +ng =n).
Demostrar que

MN — (AE+BG AF—l—BH).

CE+DG CF+DH

b) Generalizar el resultado anterior para el producto de dos matrices cuadradas
descompuestas en p bloques.

2.21. Sean D y E matrices diagonales y A un escalar. Demostrar que AD, D+ FE
y DFE son matrices diagonales y determinarlas.

2.22. Una matriz de la forma

1 i) )
1

0 1 %)

) .

P =
1 ,
1 0 7)
1
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se denomina matriz de permutacion de las lineas iy j. Si B = (bkl)z,z=1 comprobar
que
bkl si k#i,j, = 1,2,...,n

(PUB)y =< by si k=i, 1=1,2...,n
bil si k:j, l=1,2,...,n

bkl si l#i,j, k:1,2,...,n
(BP9)y =1 by si l=i, k=12...,n

bp; si =7, k=1,2,...,n

es decir, al multiplicar la matriz B a la izquierda (respectivamente, derecha) por
PY se intercambian las filas (respectivamente, columnas) ¢ y j de B. Ademads,
probar que

» 1 si i=3j - »
det(P*Y) = y (PY)"" =PY.
—1 si i#£j
2.23. Demostrar que si A € M,, es normal entonces existe una base ortonormal
formada por autovectores de A, es decir, existe B = {v1,va,...,v,} base de V tal
que
AUZ‘ = )\ivi

para it = 1,2,...,n, siendo sp(4) = {A1, A2, ..., Ant y

*

V;Uj = 0y

parat,7 =1,2,...,n.

2.24. Probar que si A € M, es normal e inversible entonces A~! es también
normal.

2.25. Si A € M,, es inversible demostrar que

1
A€esp(4) & 5 € sp(A™h)

1
min {[A:i(A)]: \i(A) € sp(A)}

1<i<n

o(A™) =

2.26. Generalizar los resultados los problemas 2.8 y 2.9 para matrices diagonales
y triangulares, superiores e inferiores, por bloques.
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2.27. Sea A = (a;;)};—; € M, una matriz simétrica y definida positiva. Demos-
trar las siguientes propiedades:

a’) |a’ij‘ < %7 ih,j=12,...,n.
b) |ai;| < Jawnaj;, 4,5 =1,2,...,n.
¢) max |a;| = max aj.

1<i,j<n 1<i<n

2.28. Demostrar que si existen un ntmero r > 0 y una norma matricial ||-|| tales
que A =rI+ B con |B|| < r entonces A es inversible y

g < M1
L

2.6. Practicas

2.1. Comprobar el resultado del problema 2.20 apartado a) para descomposicio-
nes coherentes por bloques de las matrices M y N.

2.2. Utilizar los comandos det y eig de MATLAB para comprobar, con elecciones
arbitrarias de matrices A, B € M,,, las siguientes propiedades:

a) det(AB) = det(BA) = det(A)det(B)
b) det(AA) = A"det(A)

¢) det(A*) = det(A)
d) det(A) = ﬁ)\i(A) siendo sp(A) = {A1(A4), A\a(A), ..., A\ (A)}.

i=1
2.3. Escribir un programa que calcule las normas uno, infinito y Frobenius de

una matriz dada. Comparar los resultados con los obtenidos con el comando norm
de MATLAB.

2.4. Escribir un programa especifico para el producto de una matriz triangular
superior (respectivamente, inferior) por un vector y el producto de dos matrices
triangulares superiores (respectivamente, inferiores).

2.5. Escribir un programa que calcule las potencias sucesivas de una matriz A,
verificando previamente si [|A4]|;, [|A]l., o |A|lr es menor que uno.
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3 Condicionamiento de un sistema lineal

3.1. Introduccidn

Nos disponemos a estudiar, en los proximos capitulos, diversos métodos de re-
solucién de sistemas lineales. Antes de ello, vamos a llevar a cabo un breve anélisis
del condicionamiento de este tipo de problemas. En el capitulo 1, el ejemplo 1.9 de
R. S. Wilson nos mostraba la existencia de sistemas lineales muy mal condiciona-~
dos, lo cual nos invita a hacer un estudio riguroso del tema. Como se argumenté
en dicho capitulo, no es en general sencillo definir nimeros de condicién que nos
indiquen si el problema que se pretende resolver en cada caso esta bien o mal con-
dicionado. Sin embargo, para los sistemas lineales, la teoria serd facil y el nimero
de condicién estara ligado a la matriz del sistema.

3.2. Condicionamiento de una matriz y de un sistema
lineal

Veamos cémo definir el condicionamiento de un sistema lineal Au = b siendo
A € M, una matriz inversible y b € V un vector no nulo. En el supuesto de que
se tome como segundo miembro, en lugar del vector b, una perturbacién de éste,
b+ 6b, denotando por u + du la solucién del problema perturbado, se verifica que

A(u+du) =b+6b = Adu = 6b = du= A"10b,
luego, a partir de la norma matricial ||-|| subordinada a ||-||, se tiene
[|6ul| < [ A7 1168]1;
como, por otra parte,

1 ]A
Au=b = bll < 4 ) = o< ML
Tl = 11l
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se tiene
Error relativo Error relativo
(resultados) (datos)
[|oul| |160]|
(A
e < jAf ATt T
Jul] 4~ |[bl]

Parece claro, pues, que la cantidad [|A[| || A~!|| servird como niimero de condicién
para resolver un sistema lineal Au = b. De hecho, se tiene la siguiente definicién:

Definicién 3.1. Sea ||-|| una norma matricial subordinada y A € M,, una matriz
inversible. El nimero

cond(A) = [|A] [|A~)|

se denomina condicionamiento (o nimero de condicidn) de la matriz A relativo a
la norma |-||. o

Notacién 3.1. En general, siempre que escribamos cond(A4) nos estaremos refi-
riendo al condicionamiento de una matriz por una norma subordinada ||-|| . En el
caso particular en que tomemos la norma |||, , 1 < p < +o00, escribiremos

cond,,(A) = [ All, [JA7Y,- o

Teorema 3.1. Sea ||| la norma matricial subordinada a una norma vectorial
[I-]l, A € M,, una matriz inversible y b € V\{0}. Si v y u+ du son las soluciones
respectivas de los sistemas lineales

Au=b y A(u+du) =b+ddb

entonces se verifica que

Loul < cond(A4)

lull —

18]

ol (3.1)

Ademds, cond(A) es el nimero mds pequeno que verifica la desigualdad anterior,
es decir, para cada matriz A inversible existen vectores b, db € V\{0} tales que

(e
IC]

—”&LH = cond(A)
[l

DEMOSTRACION. La propiedad (3.1) ya se ha demostrado previamente. Para ver
la optimalidad, por la proposicién 2.12 existe u € V\{0} tal que

[[Aul] = LA fful] -
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A partir de este vector u, definimos
b= Au.
Por otro lado, aplicando nuevamente la proposicion 2.12, existe db € V tal que
4=168]] = fl =] 1.
Asi pues, considerando los sistemas lineales
Au=0by A(u+ du) =b+ db,

tendremos, como antes, que

Adu = 6b
y asi
du= A"16b,
con lo que
[16ull = [|[A™16b|[ = [[AT| 1166l] v [lbll = [|Aul| = JA]| ||ul| -
Por tanto,
H lloof] |160]]|

Cuando se consideran perturbaciones de la matriz A en lugar de perturbaciones
del vector b, el resultado que se obtiene no es tan nitido, pero el nimero cond(A)
sigue siendo una buena herramienta para medir el condicionamiento del problema.
En concreto, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea ||| la norma matricial subordinada a una norma vectorial
[-]l, A € M, una matriz inversible y b € V\{0}. Si u y u—+ Au son las soluciones
respectivas de los sistemas lineales

Au=0b y (A+ AA)(u+ Au) =b,

se verifica que
[[Aull 1AA4]
|lu+ Aul| — Al
siendo cond(A) el nidmero mds pequeno que verifica la desigualdad anterior, es
decir, para toda matriz A inversible existen b € V\{0} y AA € M,\{0} tales que

ond(A)

||Aul| IAA]|
— =cond(4)=—-.
[l + Aul| () Al
Ademas,
[[A]] l1AA|
< cond(A 1+ O([|AA
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DEMOSTRACION. Véase [Ci]. o

Recogemos ahora algunas propiedades de demostracién inmediata que verifica
el condicionamiento de una matriz.

Proposicién 3.1. Sea ||| una norma matricial subordinada y A € M, una
matriz inversible. Se verifican las siguientes propiedades:

a) cond(A) > 1.

b) cond(A) = cond(A™h).

¢) cond(AA) = cond(A) para todo A € K\{0}.
DEMOSTRACION. Por ser ||-]| una norma matricial subordinada, se verifica

1= 7] = [|AA7Y|| < AT [JA~Y]] = cond(A).
Por otra parte,
cond(A) = [JA]| [[A~]] = [|A7H| 14N = cond(A™)
y para todo A # 0 se tiene que
cond(A4) = [MA]] [|(x4) | = AT A 4] |4 ]| = cond(4). o

En el caso particular de que consideremos como norma matricial subordinada
I-Il, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.2. Sea A € M,, una matriz inversible. Se verifica que

condy(A4) =+ m

donde A\ (A*A) y A\, (A*A) son, respectivamente, el menor y el mayor de los au-

tovalores de la matriz A*A.

DEMOSTRACION. En primer lugar tengamos en cuenta que la matriz A*A es
hermitica y definida positiva por ser A una matriz inversible (véase la proposi-
ci6én 2.8), por lo que todos los autovalores de A*A son positivos. Por otra parte,
aplicando el teorema 2.3 se verifica que

A5 = o(A*A) = A, (A*A)

1

14715 = e((A™) A7) = o(AHATY)) = oA ) ) = s

(véase el problema 2.25). g
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Observacién 3.1 A partir del teorema 2.3 y de los problemas 2.24 y 2.25, se
verifica que:

1. Si A es normal e inversible y sp(A4) = {A1(4), A\2(A), ..., A (A)}, entonces

conda(4) = 4l 1471, = e(a)e(a™) = 255 32)

~—

siendo
p(4) = min [\(A)]

1<i<n

Consecuentemente, para este tipo de matrices, se verifica que
cond(4) = JA]| [JA7Y[| = e(A)o(A™") = conds(A) (3.3)

para cualquier norma matricial subordinada |-|| (véanse el teorema 2.4 y
(3.2)). Es decir, para matrices normales el condicionamiento conds es el
menor de todos.

2. En el caso particular de que A sea unitaria entonces condy(A) = 1 (véase la
proposicién 2.5).

3. La invarianza por transformaciones unitarias de ||-||, hace que conda(A) sea
invariante por transformaciones unitarias, es decir,

conds(A) = conds(AU) = condy(UA) = conds(U*AU)
siUU*=1. g

Hagamos unas consideraciones finales respecto al problema que nos ocupa en
este capitulo.

1. Como hemos visto en la proposicién 3.1, se verifica que el condicionamiento
de una matriz es siempre un ntimero mayor o igual que 1. Por tanto, el
sistema lineal Au = b estard tanto mejor condicionado cuanto mas préximo
a 1 esté cond(A).

2. En el caso de que A sea una matriz unitaria, el sistema Au = b siempre estéd
bien condicionado para |||, , ya que conda(A) = 1; ademas, las transforma-
ciones unitarias conservan el conds(A).

3. Cuando se necesita resolver un sistema lineal Au = b siendo A una matriz
con un numero de condicion elevado, se hace necesario utilizar un precondi-
cionador. La idea bésica es sencilla: tomar una matriz inversible M de forma
que la matriz A = M A tenga un condicionamiento pequeno; después, bastara
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resolver el sistema Au = b siendo b = Mb. Sin embargo, lo que no es senci-
llo es, precisamente, encontrar esta matriz M. Una posible eleccién, de facil
célculo y a veces suficiente, es considerar M = D! siendo D = diag (A). La
idea aqui expuesta es la de un precondicionador por la izquierda. También
se suelen tomar precondicionadores:

a) Por la derecha (A = AM, At =b, u= Mu).

b) Por ambos lados (M = C?, A=CAC, b=Cbh, Aui=0b, u= Cu).

¢) Simétricos (M = CCT, A= CACT, b= Cb, Ai =b, u=CTa).
lo que puede dar una idea de lo sofisticado de estas técnicas.

Analicemos ahora, con méas detalle, el ejemplo 1.9.

Ejemplo 3.1 (R. S. Wilson). Consideremos

0 7 8 7 32 0.1
7 5 6 5 23 0.1
A=1g 6 10 ol 0= 33| Y= o1
75 9 10 31 —0.1

La solucién exacta del sistema lineal Au = b es

mientras que la solucién del sistema A(u + du) = b+ 0b es

9.2 8.2

—12.6 —13.6

u~+ du = 45 = du = 35
—1.1 —2.1

El polinomio caracteristico de A viene dado por
P()\) =det(A — XI) = X\* — 35)\3 + 146A% — 100\ + 1
y tiene como raices aproximadas los ntimeros
A1 >~ 0.0101500484363, A2 ~ 0.843107149904

A3 =~ 3.85805745587 y A4 ~ 30.2886853457.
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De esta forma, por ser A simétrica, la relacién (3.2) determina
A
condy(A) = e 2984.09269037.
1

Por tanto, no es de extranar el mal comportamiento que, tras las perturbaciones
en los datos, se observé anteriormente.

3.3. Problemas

3.3.1. Problemas resueltos

3.1. Sea A € M, una matriz hermitica (respectivamente simétrica) definida
positiva. Demostrar los siguientes resultados:

a) Existe B € M,, hermitica (respectivamente simétrica) definida positiva tal
que A = B2. La matriz B se denomina la raiz cuadrada de la matriz A.

b) Si condz(A) > 1 entonces conds(B) < conda(A).
SOLUCION.

a) Por ser A hermitica es diagonalizable (véase la observacién 2.10), es decir,
existe U unitaria tal que U* AU es una matriz diagonal de la forma

U*AU = D = diag (A, A2, ..., \n)

donde
sp(A) =sp(D) = {A1, A2, ..., A} (3.4)

Por otra parte, por ser A hermitica definida positiva entonces
A >0

para i = 1,2,...,n (véase la proposicién 2.7). Consecuentemente, a partir
de la matriz diagonal

A = diag (\/E,\/E,,\/E)

se verifica que
U*AU = D = A?,
de donde
A=UANU* = (UAU*)(UAU*) = B?
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considerando
B=UAU".

Claramente la matriz B es hermitica y definida positiva, ya que
sp(B) = sp(A) = {\//\1, NS \/)\n} CR,. (3.5)

b) Por la observacién 3.1 sabemos que si C' € M,, es una matriz normal y
{)\1(0), AQ(C)v ceey AR(C)}
son los autovalores de C, entonces

condq(C) = iic))

donde
(€)= min [\(C)].

1<i<n

Aplicando este resultado a las matrices A y B, que son hermiticas y, por
tanto, normales, se verifica que

condy(B) = % j v/ condy (A

donde hemos tenido en cuenta las relaciones ( (3.5). Finalmente, como
condg(A) > 1,
de la relacién anterior se sigue que

conda(B) = v/conda(A) < conda(4). o

3.3.2. Problemas propuestos

3.2. Sea A € M,, una matriz inversible. Demostrar las siguientes desigualdades:

1
a) - conda(A) < cond;(A) < nconds(A).
1
b) - conde, (A) < conda(A) < ncondy (A).

1
¢) — cond; (4) < condo(A) < n? cond; (A).
n

© Ediciones Pirdamide



Prdcticas 113

3.4. Practicas

3.1. Utilizar el comando eig de MATLAB para calcular conds(A) siendo A la matriz
de Wilson del ejemplo 3.1. Calcular también, usando el comando cond de MATLAB,
los condicionamientos de dicha matriz respecto a las normas ||-|l;, [|-ll.c ¥ I-ll¢;
comprobar que los tres son mayores que conds(A).

3.2. La matriz de Hilbert de orden n € N viene definida como

1 1 1
1 - - il
2 3 n
1 1 1 1
2 3 4 n+1
Ho=11 1 1 1 :
3 4 5 n+2
R SERREE SRR o
n n+l n+42 2n —1
es decir, H,, = (hi;); ;-1 siendo
_ 1
Y+ —1
parai,j = 1,2,...,n. Esta matriz viene implementada en MATLAB con el comando

hilb(n).

a) Utilizar el comando cond de MATLAB para determinar el conds(H,) para
valores de n € {1,2,...,14} y observar cémo éste crece al aumentar n.
Concretamente, comprobar que se obtienen los valores dados en la tabla 3.1.

b) Dado n € {1,2,...,14} consideramos el sistema lineal
Hyuy = by,
siendo b, € V el vector de coordenadas

~ 1

bn), = —_—
Jj=1
parai=1,2,...,n, cuya solucién exacta es

up = (1,1,..., )",

Utilizar el comando \ de MATLAB para comparar las soluciones que se van
obteniendo, a medida que n aumenta, con las respectivas soluciones exactas.
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TABLA 3.1:
Condicionamiento de la matriz de Hilbert de orden n

|

n [ conda(Hy) “ n [ conda(Hy) ‘
1)1 8 | 1.525758 x 10'°
2 | 1.928147 x 10! 9 | 4.931532 x 10!
3 | 5.240568 x 10 || 10 | 1.602534 x 10*3
4 | 1.551374 x 10* || 11 | 5.218389 x 104
5
6
7

4.766073 x 10° || 12 | 1.768065 x 10'°
1.495106 x 107 || 13 | 3.682278 x 10'®
4.753674 x 10% || 14 | 1.557018 x 108

3.3. Se considera la matriz de Vandermonde

1 =z g
1 =z x?
V, = ! !
1 =z, T

donde x; # x; si ¢ # j. Calcular el conds(V;,) para diversas elecciones de los puntos
{zo, 21, ., Tn}
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4 Resolucion de sistemas lineales:
métodos directos

4.1. Introduccidn

Ya nos hemos referido previamente al énfasis especial que el Anélisis Numérico
hace en desarrollar técnicas pensadas para resolver problemas practicos. Son mu-
chas las aplicaciones (determinacién de tensiones en los nudos de una red de co-
rriente continua, calculo de estructuras reticuladas definidas por vigas, modelos
econémicos del tipo input—output...) cuya resolucién préctica pasa por plantear y
resolver un sistema de ecuaciones lineales; mas aun, la practica totalidad de los
problemas que surgen en las ciencias aplicadas se resuelven mediante algoritmos
que involucran, en alguna de sus etapas, la resolucién de un sistema lineal (desde el
diseno asistido por ordenador, en el que se requiere conocer la intensidad de cada
color bésico en cada pizel de la pantalla, hasta la prediccién meteorolégica, donde
se resuelven complicadas ecuaciones en derivadas parciales mediante los métodos
de elementos y diferencias finitas).

Desde el punto de vista tedrico, los sistemas lineales no plantean ninguna difi-
cultad; el teorema de Rouché—Fribenius y la regla de Cramer agotan el estudio del
problema. Sin embargo, en la practica, los sistemas lineales involucrados en la re-
solucién de los problemas estdn asociados a matrices de 6rdenes grandes (piénsese
en sistemas de n ecuaciones e incégnitas con n tomando valores como 10, 1000 o
100000). Para estos tamafios, la regla de Cramer es inviable por el elevado nimero
de operaciones que exige. Esta es la razén por la que se han disenado otros métodos
mas eficaces para la resolucion de sistemas lineales.

En este capitulo abordaremos el estudio de los métodos directos y trataremos los
métodos iterativos en el capitulo siguiente. En los primeros se disenan algoritmos
que dan la solucién exacta del problema (salvo, claro estd, los errores debidos al
redondeo) en contraposicién a los métodos iterativos, que dan la solucién como
limite de una sucesién de vectores.
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El problema que queremos resolver se plantea de la siguiente forma: “dada una
matriz inversible A € M,, y b € V, encontrar u € V tal que Au = b”. Para hacerlo,
primero veremos cémo abordar el problema cuando la matriz A es particularmente
“sencilla” (diagonal o triangular) y, después, expondremos el conocido método de
Gauss y un par de variantes suyas (factorizacién LU y el método de Cholesky),
menos generales pero mas eficaces. Con estos métodos se transforma el sistema
original en uno o varios sistemas triangulares y, por tanto, sencillos de resolver.

Observacién 4.1. La solucién del sistema planteado es u = A~'b. No obstan-
te, jamds se obtendra de esta forma, calculando A~! de la “forma habitual” y
multiplicando A~1 por b (esto es menos efectivo, ain, que la regla de Cramer).
De hecho, la estrategia es justamente la contraria: para calcular A~! lo que hare-
mos serd resolver, con alguno de los métodos que expondremos, los n sistemas de
ecuaciones

Aui =€;
para i = 1,2,...,n, donde {ej,es,...,e,} es la base candénica de V. La matriz
B = (u1,us,...,uy,) es la inversa de A, dado que, como se vio en el problema 2.3,

AB = (Auy, Aug, ..., Au,) = (e1,eq,...,e,) =1. g

4.2. Sistemas diagonales y triangulares

Si la matriz A = (a;;)}';—; € M, es triangular (o, en particular, diagonal) e
inversible entonces

det(A) = H Qi = A11G22 -+ App Z 0
i=1

(véase la proposicion 2.3), lo que implica que
ai; # 0

parai=1,2,...,n y, por tanto, podemos dividir por los elementos diagonales de
la matriz A.

La soluciéon del sistema Au = b donde A es una matriz diagonal e inversible es

parat=1,2,...,n.
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Para resolver Au = b cuando A es una matriz triangular superior e inversible,
es decir, el sistema

a1y + appuz + -+ A1 p-1Un—1 + A1nUn = b
agUy + - 4+ G2p—1Un—1 + A2, = by
Gp—1,n—1Un—1 + Up—1,nUn = bn—l

ApnUn - bn

basta considerar

bn
Up = —
G’TLTL
n
1 Z )
Uy = — bi— aijuj 5 Z:n—17n—27...,1.
(73

j=it1

Esta técnica se conoce con el nombre de método de remonte: se despeja la tltima
incégnita en la ultima ecuacién y se sustituye en la anterior; se despeja en esta
ecuacion la pentltima incégnita y se sustituyen las dos incégnitas halladas en la
ecuacién anterior. . .

En el caso de que la matriz A sea triangular inferior e inversible, aplicando un
remonte “hacia abajo” se obtiene que la solucién del sistema

ajiu = b
az1uUy + a22U3 = b
Ap—1,1U1 + Qp_12U2 + - + Gp—1n—1Un—1 = bp_1

Gn1Ul + An2U2 + - + Gn,n—1Un—1 +  Gppunp = bn
es
by
U, = —
ail
i—1
1 .
U; = — bi— E iUy |, 222,3,...,’[1.
Qg —
Jj=1

Observacion 4.2. Para matrices tridiagonales existen métodos especificos de
resolucién (véase el problema 4.2). g
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4.3. Eliminacion gaussiana

Suponemos al lector familiarizado con el método de Gauss de resolucién de
sistemas lineales. En cualquier caso, vamos a describirlo detalladamente con vis-
tas a su formalizacién. Antes de comenzar con la descripcién tedrica, veamos un
ejemplo.

4.3.1. Ejemplo para la formalizacion del método de Gauss

Vamos a aplicar el método de Gauss a la resolucién del sistema lineal

01 2 1\ [w 1
St 21 3| fuw| o] _
SRR [ P el )
01 8 12/ \w 2

Como el elemento a;; = 0, debemos intercambiar la primera fila con, por ejemplo,
la segunda, obteniendo

1 2 1 3\ /u 0
o 12 1| u| 1]
Aw=19  3 q||w|T |5 =5
01 8 12/ \uy 2
donde A; = Pi Ay p1 = P1b siendo
01 00
1 000
Pr=1o 0 1 0
00 0 1

El siguiente paso consiste en “hacer ceros” por debajo de la diagonal en la primera
columna. Para ello, restamos a la tercera fila la primera, obteniendo

2 1 3\ [w
1 2 1| |u
-1 -2 2| |u
1 8 12/ \u

AQU = = bg,

o O o
N Ol = O

donde AQ = E1A1 y bg = Elﬁl, siendo

1 00 0
010 0
Br=1_41 01 0
0 0 0 1
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Fijemos nuestra atencién en el elemento (As)22. Como es no nulo, no necesitamos
permutar filas. Sin hacer ningtin cambio escribimos

1 2 1 3\ [uw
0 1 2 1] [u
0 -1 -2 -2 | [us
0 1 8 12/ \uy

A2u = = 527

N Ol = O

donde Ay = Py Ay y B = Pabs, siendo

P, =

S O o
o O = O
o= OO
— o o O

Para “hacer ceros” por debajo de la diagonal de la segunda columna, a la tercera
fila le sumamos la segunda y a la cuarta se la restamos. Asi,

1 2 1 3\ /u 0
o1 2 1) |w]| |1
Asu=110 0 0 1| |us|= 6| =t
00 6 11/ \uy 1

donde A3 = E3 Ay vy by = E5f3s, siendo

1 00 0
0 100
B=10 11 0
0 -1 0 1

Ahora, necesitamos permutar entre si la tercera y cuarta filas. Haciéndolo, se
obtiene

1 2 1 3\ [u 0
o1 2 1) fu| 1]
Asu=19 0 6 11 u | = 1] =5
00 0 —1/ \uy 6
donde A3 = P3A3 y 83 = P3bs con
1 000
0100
Bs=10 0 0 1
0010
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Aunque ya hemos llegado a un sistema triangular, en el caso general habria que
hacer cero el elemento (A3z)43. En nuestro caso no hay que hacer nada respecto a
la etapa anterior, quedando

1 2 1 3 U1 0
oot 2 | fu| 1]
Avw=10 0 6 11| |u |~ 1]
0 00 -1 Uy 6
donde Ay, = FE3A3 vy by = E303 siendo

1 0 0 O
01 0 0
Es=109 0 1 0
0 0 0 1

Asi pues, se ha conseguido el siguiente sistema triangular equivalente
(E3sP3EyPy Py A)u = EsPsEs Py B P b,
cuya resolucién puede llevarse a cabo mediante el método de remonte, obteniendo

75 46 67 T
(U17UQ,U3,U4)T = <2a_3767_6> .

Observacion 4.3.

1. Las matrices { Py, P», P3} son casos particulares de matrices de permutacion.
Una matriz de la forma

1 i) )
1

0 1 )

) .

P =
1 _
1 0 7)
1
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es una matriz de permutacion de las lineas ¢ y j. Como ya se adelanté en el
problema 2.22, dada una matriz B, la matriz PY B es una matriz idéntica a
B salvo que las filas ¢ y j estan permutadas entre si. Ademsds,
g 1 si i=y g iy
det(PY) = y (PY)~1 =P, (4.1)
-1 si i#yj

2. Las matrices {F1, E2, E5} son casos particulares de matrices del tipo

1
1
E, = 1
ey 1
Lok 1
Estas matrices son inversibles (pues det(Ey) = 1) y pueden escribirse como
Ep =1+ lre}
donde ey, es el k—ésimo vector de la base candnica y
k) T
gk = (Oa Tty Oa gk—i—l,ka €k+2,ka oo 7£nk) .
Nétese que, en el caso particular de las matrices Fq, Fo y E3 del ejemplo
anterior, el elemento 4, i = k+ 1,k + 2,...,n, de cada E) no es otra cosa

que el numero por el que se debe multiplicar, en el paso k, la fila k—€ésima
para que, al sumarla a la i—ésima, el elemento que ocupa la fila i y la columna
k tome el valor cero. Estos ntumeros {fx+1 k, lkt2,k, - - - {nk} se denominan
multiplicadores. o

4.3.2. Estudio general del método de Gauss

El método de Gauss para la resolucién de un sistema lineal Au = b donde
A e M, ybeV sebasa en la transformacién del sistema original en otro de la
forma M Au = Mb de manera que la matriz M A sea triangular superior. Una vez
hecho esto se resuelve el sistema triangular M Au = Mb por el método de remonte.
Obviamente, la matriz M € M,, debe ser inversible para que el sistema resuelto
sea equivalente (en el sentido de que tenga la misma solucién) al primero.

Observacion 4.4. En la practica, la matriz M no se calcula explicitamente, sino
que directamente se obtienen la matriz M A y el vector Mb. g
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El método de Gauss, en el caso general, se desarrolla como sigue: partimos de
una matriz A cuadrada e inversible de la forma

a1 a2 A1n
@21 Qa2 - A2p
— L\ —
A= (alj)i,jzl =
an1 an2 Ann

e Primera etapa de eliminacién. Puesto que la matriz A es inversible, existe un
indice 7 € {1,2,...,n} tal que a;; # 0 (ya veremos, en la préictica, como se
elige). Este elemento no nulo a;; se denomina primer pivote de eliminacién.
Seguidamente permutamos la fila del pivote a;; con la primera fila, lo que en
escritura matricial equivale a multiplicar la matriz A, por la izquierda, por
una matriz P; = P!*. Llamando A; = PLA = (agj) entonces ai; = a;; # 0.
Mediante combinaciones lineales apropiadas de la primera fila con las otras
filas de la matriz A; eliminamos todos los elementos de la primera columna
de la matriz A; salvo el primero, lo que en escritura matricial equivale a
multiplicar la matriz 4; a la izquierda por la matriz

1
1
_%1
ol
11
B, = .
1
__anl 1
ol
11
Sea, . .
a7y 04%2 Of%n
0 a ... a
2 2
0 (%) Ann

(obsérvese que la primera fila de As coincide con la de A;). Como det(E;) =1
y det(Py) = +1, entonces

a%Q a%n
ajydet | ... = det(Ay) = +det(A) # 0.
an2 a?m

Por tanto, la submatriz

sz Ao,
2 2
an2 Ann

es inversible.

© Ediciones Pirdamide



Eliminacién gaussiana 123

e k—ésima etapa de eliminaciéon. Supongamos que hemos llevado a cabo k — 1
pasos de la eliminaciéon y veamos que se puede efectuar el siguiente. La
hipétesis, por tanto, es que tenemos una matriz

Ay =Ep1Po1--- B2y E1PIA

de la forma

1 1 1 1 1

;. Qo A7 k-1 A Ay

2 2 2 2

Qoo 0 Qg Qo Qop

k—1 k-1 k-1

Ay = Qp—1k—1 Y—1k 7 Y1
k k

Ok Aken

k k

Ap; T Apn

donde la submatriz

k k
Ak A,
k k
Apk Ann

es inversible. Por ello, existe i € {k,k +1,...,n} tal que a¥ # 0. Seguida-
mente permutamos la fila del pivote af, con la k—ésima fila de la matriz Ay,
lo que equivale a multiplicar la matriz Ay, por la izquierda, por una matriz
de permutacién P, = P,

Llamando
1 1 1 1 1
Qy; Qip - a1 k-1 A T A1n
2 2 2 2
Qa0 Qg Qo Qan
k—1 k—1 k—1
a a “ e a
A, = P A, = k—1,k—1 k—1,k k—1,n
k k
Qp, T Qe
k k
Qg e App

se verifica que a’,gk = afk #£0.
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La eliminacién propiamente dicha equivale a la multiplicacion de la matriz
Ay, por la izquierda por la matriz

Descomponiendo las matrices Ey, y A en bloques de la forma

1
0
1
Ey = 1
k
«
0 - ’;t.l*’“ 1
kk
Oékk
kk
y
1 1 1 1 1
a1 Q7 k-1 Q1 Q1 g1 Q1n
k—1 k—1 k—1 k—1
X 1k-1 | Y1k Yk—1kt1 " Y_1n
_ k k k
A = i‘kk ?:k,k-&-l AL
0 Opae Ykr1 k1 7 Qprin
k k k
Ak Oy oyl e Apn
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al multiplicarlas se tiene que la matriz Ap41 = Erp A es de la forma

1 1 1 1 1
10 S R C S | Qi Qg1 Ay
k—1 k—1 k—1 k—1
Mg 1k-1 | Y%k—16 Yk—1k+1 7 P%k_1a
Apy1 = k k k
)
Ak %k,k+1 T l‘j‘kn
+1 R
0 0 At 1 k41 Apt1,n
k+1 o k+1
0 an,kJrl a’nn

operacién que no modifica las k primeras filas de la matriz Ay y que consigue
ceros por debajo de la diagonal en la columna k—ésima. Ademaés, como

k+1 o k+1
L - . A1, kr1 Api1n
Qg oy g g det | TR = det(Ak+1)
+ k1
an,k+1 Ay
= +det(A) #0,
la. submatriz
gkl c gkt
k+1,k+1 k+1,n
k+1 k+1
an,k—i—l Ann

es inversible.

Si de este proceso se llevan a cabo n — 1 pasos, se obtiene que
Apn=FE, 1Py 1 B2 B PLA
es una matriz triangular superior. La matriz
M=FE, 1P, 1 E2PE P

es inversible puesto que

+1 si A es par

det(M) =
—1 si A es impar,

donde A es el nimero de matrices de permutacién distintas de la identidad. Con-
secuentemente, la inversibilidad de la matriz M determina que

Au=b & MAu = Mb.
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Observacion 4.5. Por el proceso de eliminacién se obtiene un procedimiento
répido para calcular det(A). Como

An = nflpnfl"'EQPQElplA:MA con det(M) ==+1

entonces
_ det(Ay)

det(A) = qet(M)

_ 1 2 n
=t 05, oy

Veamos que el método de Gauss es aplicable a matrices arbitrarias (indepen-
dientemente de la inversibilidad de éstas).

Teorema 4.1. Sea A € M,, (inversible o no). Se verifica que existe una matriz
M € M,, inversible de forma que la matriz M A es triangular superior.

DEMOSTRACION. El resultado estd ya demostrado si la matriz A es inversible.
Para lo unico que se ha empleado la hipétesis de que la matriz A sea inversible es
para asegurar, en la k—ésima etapa de eliminacién, la existencia de algtin af, # 0
coni € {k,k+1,...,n}. En el caso de que todos estos elementos fueran nulos, la
matriz Ay ya tendria la forma Ay, 1; bastaria, por tanto, tomar P, = E, =1y
continuar el proceso. g

Observacion 4.6. Contemos el nimero de operaciones elementales efectuadas
en el método de Gauss:

1. Eliminacién. Para construir la matriz Ay a partir de Ay, se efectiian n — k
divisiones, (n — k)(n — k) = (n — k)? sumas y (n — k)(n — k) = (n — k)?
multiplicaciones. Por otra parte, para pasar del vector Ey_1Py_1--- E1Pib
al vector Ey Py --- F1 P1b se efectian n — k sumas y n — k multiplicaciones.
Asi, en total hay

n—1 n—1 n—1 n—1 3

9 B 9 _n’-n
;(n—k) —I—k:l(n—k:) = mgz:lm —&—mz::lm— 3 sumas
n—1 n—1 n—1 n—1 ’/l3 _n
Z(n—k)2+2(n—k): Zm2+ Zm: 3 productos
k=1 k=1 m=1 m=1
n—1 n—1

-1

Z(n —k)= m = % divisiones
k=1 m=1
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2. Método de remonte. La resoluciéon de un sistema triangular requiere

= n(n —1)
m = ——= sumas
2
m=1
= an-1)
m=——0" productos
m=1
n divisiones

Es decir, el método de Gauss necesita

2, 4 3 n(dn?+9n—-7) 2n3
—n" —n —n(n—1 n= — ’* ~ ——
operaciones. Comparemos el nimero de operaciones elementales del método de
Gauss con el nimero de operaciones elementales necesarias para la aplicacion de

las formulas de Cramer

w — det(f3;)
;=
det(A)
parai=1,2,...,n, donde
ayn 0 Qii-1 b1 a1y o Qg
B = a1 0 4251 by 241 - Q2pn
=
(n1 e An i—1 bn An i1 T Ann

en las que se deben evaluar n+ 1 determinantes y efectuar n divisiones. El calculo
de un determinante exige

n!—1  sumas
(n—=1)n! productos
Es decir, las férmulas de Cramer necesitan

m+Dn!I=1+nm-1n)+n=nn+1)!-1

operaciones. Comparemos ambos métodos para algunos valores concretos del orden
n de la matriz A:

l n H operaciones (Gauss) ‘ operaciones (Cramer) ‘
10 805 399167999
100 681550 ~ 10'%?
1000 668165500 ~ 1077
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Hasta ahora hemos considerado como pivotes elementos cualesquiera siempre
y cuando sean no nulos. Hagamos algunas observaciones en cuanto a la eleccion
del pivote en cada etapa de eliminacién.

Ejemplo 4.1. Consideremos el sistema lineal Au = b donde

7)) e ()

La solucién exacta del sistema viene dada por
u1 = 2 — us ~ 1.00000001490116
1-272%

Uz = T 0.99999998509884.

Trabajando en precision simple, el valor de estos ntimeros es
Uy = Uy = 1.

a) Tomamos 2725 como primer pivote.

2726 1 1 0

A:A1: < 1 1>7 .131:.[7 E1: <_226 1)
1 0 2726 1
A2 = ElPlA = ElA = (_226 1) < 1 1)
2726 1 2726 1
:( 0 1—226>:< 0 —226>
1 0 1 1 1
Mb = Elplb = (_226 1) <2) = (2 _ 226) >~ <_226> .

De esta forma,

2726 1 Ul 1
Au=b = MAu= Mb = < 0 _226) (u2>—(_226).

Por tanto,

=22y = 2% = wuy=1
272y +us =1 = wuy =0.

b) Tomamos 1 como primer pivote.

2726 1 0 1 1 0
A—A1—( 1 1>7P1—<1 0)7E1—<_226 1)
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1 0\ /0 1\ /272 1
A22E1P1A2<—226 1) (1 o)( 1 1)
N 1 (11
—\o 1-2"2) = 1
1 0\ /0 1\ /1 2 2
s (L (0 3)-()

Asi, en este caso,

B B 11\ (u) (2
tomo s (33 (7))

ug =1 = wus =1
urtus =2 = wu=1. g

o

Por tanto,

Este ejemplo pone de manifiesto que los errores de redondeo con efecto desas-
troso provienen de la divisién por pivotes “muy pequenos”. En la practica se utiliza
una de las dos estrategias siguientes al comienzo de la k—ésima etapa de elimina-

cion,

a)

1<k<n-1:

Estrategia del pivote parcial: se toma como pivote el elemento de mayor
médulo de entre los n — k 4+ 1 1ltimos elementos de la columna k—ésima;
es decir, se elige afk, k <i<n, de forma que

k| _ k
k| = max |apy].

Estrategia del pivote total: se toma como pivote el elemento de mayor médulo
de la submatriz correspondiente de la matriz Ay; es decir, se elige el elemento

¥k <4,j <n, de modo que

a

k| _ k
ij| - kgn;z};n |apq|'

la
Si el pivote elegido por esta estrategia no esta situado en la k—€sima columna
hay que efectuar un cambio de columnas, lo que equivale a multiplicar a la
derecha la matriz A; por una matriz P* de permutacién. Esto no es otra
cosa que intercambiar el orden de las incognitas, intercambio que habra que
tener en cuenta a la hora de escribir en el orden adecuado el resultado. Esta
dificultad anadida hace que, en general, en el método de Gauss se utilice
habitualmente la estrategia del pivote parcial. g
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4.3.3. Factorizacion PA=LU

Veamos cémo, reinterpretando el método de eliminacién de Gauss, se consi-
gue transformar el sistema original en un par de sistemas triangulares con cuya
resolucién obtendremos la solucién del problema de partida. Ademds, y esto es lo
mas importante, esta reinterpretacion nos servird para disenar una implementa-
cién efectiva de la eliminacién gaussiana. Para ello, establezcamos un resultado
técnico previo.

Lema 4.1. Sea

B =1+ (el
para k=1,2,...,n—1, donde e es el k—ésimo vector de la base candnica y
k)
Ek = (07 T O7£k‘+1,k)a €k+2,k7 .. 7£7’Lk)T
a) Las matrices Ey, son inversibles y
(Bp) "t =1—tre} (4.2)

para k=1,2,...,n—1.

b) Si P = P es una matriz de permutacion de las lineas i y j con j > i > k
entonces
PE,P = E},
para k=1,2,...,n—1, donde
E, =1+ le;,
siendo U}, el vector ¢y, al que se le han intercambiado las coordenadas i y j,
es decir,
k) i) 7)
=0, 0, Lt ey s Ly ooy Lty oo L) T
¢) Para todo k € {2,3,...,n— 1} se verifica que
k
ElEQ"'Ek = I—i—z&e? = I+£1e’11‘+€2€2T++€keE
i=1

En particular,

E\Ey--Eyy =1+ (e} +lsef + -+, 1ol

1
— |l f32 1
énl énQ e gn,n—l 1
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DEMOSTRACION.

a) Como det(Ey) = 1 entonces la matriz Ej es inversible. Ademds, para cada
ke{1,2,...,n— 1}, se verifica que

(I+ ékeg) (I- Kke;f) =1+ el —lre] — lre} (el
=1-1Y (egék) e;f =1,
ya que e} {x = 0, de donde se sigue (4.2).
b) Como P~! = P (véase (4.1)), se verifica que
PERP = P (I + {ye]) P = PIP + (Pty) (ef P) = I + lyef,
dado que Pl =/} y el P es la k—ésima fila de la matriz P, es decir, e} .
¢) Procedemos por induccién:
i) al multiplicar Ey por Fs se tiene que
Er\By = (I+t1el) (I+1le3) =1+0e] +lze; + l1e]lze]
=1 +/lel +0e] +1, (eleg) el =1+ /(lie] 4 loe],
ya que el = 0.
i1) suponiendo que
E\Ey-- By =1+ el +lyel +---+ lrel,
se verifica que

E\Es---ExEpiq = (I + Elerlf IS gkez) (I + 5k+1ef+1)

=I+0lel + - +lrep + lrreg,

k
+ Z & (eiTngrl) e;crﬂ
i=1

=1+ le] +-- +Llkef + lprrel,q,
pues el =0,i=1,2,....k ¢

Gracias al lema 4.1 podemos demostrar el resultado central de esta seccién
que asegura que, previa una permutacién de filas, toda matriz puede escribirse
como producto de una matriz L triangular inferior por una matriz U triangular
superior.?

1Las notaciones L y U son anglosajonas: L por lower (inferior) y U por upper (superior).
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Teorema 4.2. Para toda matriz A = (a;;)7;—y € M, evisten una matriz P que
es producto de n — 1 matrices de permutacion de lineas, una matriz triangular
inferior L = (lij)ﬁjzl conly=1,1=1,2,...,n, y una matriz triangular superior
U tales que PA = LU.

DEMOSTRACION. Si se aplica a la matriz A el método de Gauss se obtiene una
matriz triangular superior

U=A,=FE, 1P, 1E, 2P, >---E1PA (4.3)
donde Ey, =1+ Ekeg y PyPy =1 para todo k =1,2,...,n — 1. Llamando
P=P, 1P, 2 P,
se verifica que la matriz P es inversible y
Pl = (PP P) = (P)  (P)  (Pm1) P = PPy Py
Veamos que la matriz U puede expresarse en la forma
U=¢&,1E—2---E1PA

siendo
&k =PoaPro.. . Poi1ExPop1 Py P

para k = 1,2,...,n — 1. En efecto, basta intercalar adecuadamente productos de
la forma Py, P, = I en (4.3). Asi, el producto de todas las filas de la tabla siguiente
(en el orden en que aparecen) no es otra cosa que la matriz U, siendo el producto
de matrices de la fila k—ésima la matriz &,_j para k = 1,2,...,n — 1, excepto la
iltima fila para k = n, cuyo producto es PA.

Po1 Po2 En3 Pun2 Pna
Pn—l Pn—2 Pn—S En—4 Pn—3 Pn—2 Pn—l

Poci Pn2 Pnsz Pns Pas . P Ey Pz Psg ... Pn
Pn.1 Pnsos Puo_ Pn_a Pa_s - Ps P> FEi Po ... Pnoa
Pn—l Pn—2 Pn—3 Pn—4 Pn—5 e P3 P2 Pl A
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Veamos ahora cémo determinar la matriz L. Aplicando reiteradas veces el
segundo apartado del lema 4.1 se obtiene que

E =1+ lel

parak =1,2,...,n—1, donde cada vector Zk es el correspondiente vector ¢ al que
se le han efectuado las permutaciones {Pi}?z_kl 1 De esta forma, como las matrices
{&1,&,...,En—1} son inversibles, entonces

PA= (£ 1Ena- &) U= (&) (&) (Enn)”'U.
Por el primer y el tercer apartados del lema 4.1 sabemos que

(&) ' =1 — lyef

y
1
— —ln 1
E)HE) T )T =T el = [ Tl 2 ]
/L:]' ..
_an _ZHQ z\n,nfl 1

El resultado se sigue al considerar
L=(&) &) (&)™ o
Observacion 4.7.

~ k
1. Los elementos £;;, de la matriz L son, en realidad, los multiplicadores — z;’“
kk

que aparecen al aplicar el método de eliminacién de Gauss, sobre los que se
han efectuado las correspondientes permutaciones.

2. Si se quiere resolver el sistema Au = by se conoce la factorizacién PA = LU,
como P es inversible, se tiene que

Lw=Pb

Au=b & PAu=Pb & LUu=Pb &
Uu=w.

Obtenemos asi dos sistemas triangulares que se resuelven mediante el método
de remonte. Esta va a ser la forma en que implementaremos la eliminacién
gaussiana como se verd en la subseccion 4.3.4.
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3. Obsérvese que, una vez calculadas las matrices P, L y U, si se quieren resolver
varios sistemas con la misma matriz A, basta (para cada uno de ellos) calcular
el “nuevo” segundo miembro Pb y resolver por el método de remonte dos
sistemas triangulares. Asf se hard, por ejemplo, para calcular A~!, caso en el
que se resolveran los n sistemas lineales Az; = e; para i =1,2,...,n, donde
e; es el 1—ésimo vector de la base candnica. ¢

4.3.4. Implementacion del método de eliminacién gaussiana

A continuacion, describimos la forma en que vamos a implementar la elimi-
nacion gaussiana utilizando, como se ha indicado anteriormente, la estrategia del
pivote parcial. Destacamos que todo el proceso de eliminacién se llevara a cabo
sobre la propia matriz A de forma que, al acabar, tendremos la matriz U en la
parte triangular superior de A y la matriz L en la parte triangular inferior de A
(obviamente, los unos de la diagonal de la matriz L no es necesario almacenarlos).

Para guardar la informacién con vistas a resolver otro sistema con la misma
matriz, en la etapa k—ésima de eliminaciéon debemos almacenar, entre otras cosas,

las matrices Ej (o0, mejor dicho, la parte relevante de ellas). Es decir, debemos
k

guardar los valores de los multiplicadores —z{.’“ ,j=k+1,k+2,...,n; en reali-
kk

dad, guardaremos sus opuestos, con vistas a obtener las matrices £ que aparecen
en la demostracién del teorema 4.2. Los lugares mas adecuados para hacerlo son
los “huecos” que quedan en A tras “hacer ceros” en la columna k—ésima: los ele-
mentos A(j, k), j =k+1,k+2,...,n. Almacenando as{ estos valores, cuando en
los pasos sucesivos hagamos permutaciones de filas en A estaremos cambiando el
orden, también, de los multiplicadores. En otras palabras, estaremos realizando las
transformaciones del tipo del lema 4.1 (apartado segundo) que se llevan a cabo en
la demostracion del teorema 4.2. Por otra parte, no se realizaré el producto por la
matriz Ej, sino que, simplemente, a cada trozo de fila j—ésima, A(j,k+1 : n), con
je{k+1,k+2,...,n}, se le restard el trozo correspondiente de la fila k—ésima,

A
A(k,k + 1 :n), multiplicada por el “multiplicador” almacenado %Z

Actuando de esta forma, a partir de la matriz A, si denotamos U = (uij)ﬁjzl
y L = (lij)} =1, obtendremos una matriz del tipo

Ui Ui2 U3 t Ul n—1 Uin
lo1 U22 U23 ce U2 n—1 U2n
l31 l32 U3z v U3 p—1 U3y,
ln—1,1 ln—1,2 ln—1,3 ot Up—1n—1 Un—-1,n
o1 ln2 ln3 ce ln,n—l Unpn
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Ejemplo 4.2. Veamos cémo se desarrolla el proceso anterior cuando lo aplicamos
al ejemplo tratado en la subseccién 4.3.1.

01 2 1 12 1 3 1 2 1 3
12 1 3 Lo o2 1] o 1 2 1
11 -1 1 11 -1 1 1 -1 -2 =2
01 8 12 01 8 12 0 1 8 12
1 2 1 3 1 21 3 1 21 3
Lo o2 o2 1) o Jo 12 1
1 -1 -2 -2 1 -1 0 -1 0 1 6 11
0 1 8 12 0 1 6 11 1 -1 0 -1
1 21 3
. 0o 1 2 1
0 1 6 11
1 -1 0 -1
Noétese que
1 00 0\ /1 21 3 12 1 3
|0 100 o012 1| (o1 2 1
“lo 110 0 0 6 11 01 8 12
1 -1 0 1 00 0 —1 11 -1 1
Como
1000 01 00 01 00
01 00 1 000 1000
P=BPP=10 060 1{flo o1 0l oo o 1|
001 0 00 0 1 0010
entonces
01 00 01 2 1 12 1 3
1 000 1 2 1 3 01 2 1
PA*0001 11 -1 1] |o 1 812*LU'D
00 1 0 01 8 12 11 -1 1

Finalmente, destacamos que las permutaciones de filas no es necesario reali-
zarlas “fisicamente”; es suficiente conocer, en cada etapa, qué par de filas hay que
intercambiar. Para ello, basta utilizar un puntero punt con el que intercambiamos
los valores de punt(i) y punt(j) cuando haya que intercambiar las filas i y j. Asi,
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en el ejemplo 4.2 obtendriamos, después de todo el proceso,

01 2 1 0o 1 2 1 1 2
L2 1 3| |1 1 3 2| puny | 1
11 -1 1 1 -1 0 —1| 7Y |3 4
01 8 12 0 1 6 11 4 3

Para resolver ahora sistemas Au = b con diversos segundos miembros b, bastara
utilizar el método de remonte, con el nuevo orden de ecuaciones dado por punt,
en los sistemas Lw = Pby Uu = w. Para ello, basta tomar

w(l) = b(punt(1))

%

() = bpune(() = 3 Apunc(i) i) i =23,
y
u(n) = A(puwm(:(l;),n)
u(i) = m w(i) zn: Alpunt (i), ju(j) |, i=n—1n—2,. .1,

j=it1

donde, llegados a este punto, en la matriz A estardan almacenadas las matrices L
y U como ya se ha indicado. Asi, para el ejemplo 4.2 con

1
b=y |
2
se obtiene:
w(l) =b(2) =0,
w() =b(1) — AL, Dw(l) =1-0-0=1,
w(3) = b(4) — A4, Dw(l) — A4, 2w(2) =2 0-0—1-1=1,
w(4) =b(3) — AB, Dw(1) — A(3,2)w(2) — A(3,3)w(3)
—5-1.041-1-0-1=
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y
ow(4) B
LS A Ty
g w3) — AU Au() 14116 _ 67
u(3) A(4,3) 6 6’
u(2) = V@) A(1,4211(L£4;)— AL 3)ud) (1 e 2667) B _g

A(2,1)
67 .46\ 75
=1 6—1— 42— ) =2
<O+36 ot 3) 5

Asi, las soluciones de los sistemas Lw = Pby Uu = w son, respectivamente,

75 46 67 B
w:(071,1,6)Ty’U,:<2,—3,6, 6) .

4.4. Factorizacion LU de una matriz

Consideremos nuevamente el sistema Au = b siendo A una matriz inversible y
b € V\{0}. Supongamos que en el proceso de eliminacién gaussiana no es necesario
realizar permutaciones de filas porque en cada etapa de eliminacién el elemento
af. es no nulo. Entonces,

P=Py=--=P,_, =1. (4.4)

En este caso, por el teorema 4.2, la matriz A = (ai;)};—; € M, se podrd
factorizar en la forma A = LU, donde L = (I;;)}';_; es una matriz triangular
inferior con l;; = 1, ¢ = 1,2,...,n, y U es una matriz triangular superior. En
concreto, se tendra

L= (En1Bps-BaBy) ™t = (B1) ()t (Bpm) ™)

U= (En1E,_2---EyE)A

puesto que, en este caso, & = E, k = 1,2,...,n — 1. Cuando se dé esta cir-
cunstancia, se tendrd una ventaja adicional: las matrices L y U podran calcularse,
directamente, a partir de los elementos de A.
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Vamos a dar una condicién suficiente para que se pueda llevar a cabo el proceso
de eliminacién de Gauss sin permutar filas.

Teorema 4.3. Sea A = (a;;);' ;-1 € My, de forma que los n menores principales
de la matriz A

a1l a12 a1k
Op =det [ @21 922 T A% (4.5)

ak1  Qag2 Akk
para k = 1,2,...,n son no nulos. Entonces existe una unica matriz triangular
inferior L = (lij){;—y con ly = 1, i = 1,2,...,n, y existe una tnica matriz

triangular superior U tal que A = LU.
DEMOSTRACION.

a) Existencia. Basta con demostrar que no es preciso permutar filas al aplicar
el método de Gauss a la matriz A. Para ello procedemos por induccién:

i) Para k = 1 el resultado es obvio, pues al ser a;; = §; # 0 podemos
tomar P, = 1.

it) Suponiendo cierto el resultado para k — 1, lo probamos para k. Es decir,
suponemos que se han podido elegir P, = P, = --- = P, = I; si esto
es asi, se tiene que

Ay =Ey 1By o E1A= M 1A
donde My _; es una matriz triangular inferior con
diag (My—1) = (1,1,...,1)
(por ser producto de matrices triangulares inferiores con unos en la

diagonal principal). De esta forma, a partir de las siguientes descompo-
siciones en bloques de las matrices

1 1 1 1
ayp o Oy k1 A1n
k k k
Ay = Zkk Zk k+l T gkn ,
A1k | Yet1k+1 7 Cktin
k k k
Ak an,k+1 T Ay
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1
mo1 1
M1 M2 1
My 1 = 1
mMeg+1,1 Mk41,2 Me+1,k
Mr4+21 Mk422 Mey2.k | MEk4+2 k+1
mn1 Mn2 Mnk My, k41 e 1
y
a11 alk ai k+1 A1n
A= a1 ALk Ak k41 Afen
k41,1 Ak+1,k | Ok+1,k+1 Ak+1,n
an1 Ank An k+1 (7%

utilizando las reglas de multiplicaciéon de matrices

igualdad Ay = Mj_1 A, en particular se tiene que

por bloques en la

1 1 1
aiy %2 R 1 a1y a1k
Ao ©00 g || 21 1 as1 Qg
- )
k
ayg mr1  Mg2 1 Akl Qkk
de donde, tomando determinantes,
k
[T =16 =6 #0,
i=1
es decir,
i
ai; # 0
para i = 1,2,..., k. En particular, aﬁk # 0, por lo que podemos elegir
a,’gk como pivote y, consecuentemente, P, = 1.
b) Unicidad. Supongamos que existieran dos factorizaciones
LUy = A= LyUs (4.6)

donde Uy, son matrices triangulares superiores y Ly son matrices triangulares

inferiores con la propiedad
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parai=1,2,...,ny k=1,2. Como
det(Ly) =1y det(Uy) = det(A) =46, #0,

las matrices Ly y Uy son inversibles para k = 1,2. A partir de (4.6) se tiene
entonces que
Ly'Ly = Us Uyt (4.7)

Como Ly es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal princi-
pal, la matriz Ly ! es también una matriz triangular inferior con unos en la
diagonal principal. Como L; es también una matriz triangular inferior con
unos en la diagonal principal, entonces

1
o p21 1
Ly"L; =
,unl Tt /Ln,n—l ]-
Por otra parte, como las matrices Uy y Uy ! son triangulares superiores, se
verifica

Vit V2 o Vip

. Vog  crt Vap
U U =

Vnn

Por tanto, la relacién (4.7) determina que tanto Ly'L; como UsU; ' son
iguales a la matriz identidad I. Consecuentemente,

Li =1L, y U =U;. ¢

Observacién 4.8. De hecho, la condicién (4.5) es también necesaria. Es decir,
si una matriz inversible A € M, puede escribirse como producto de una ma-
triz triangular inferior por una triangular superior, entonces todos sus menores
principales Jy (incluyendo, obviamente, el de orden n) son no nulos (véase el pro-
blema 4.15). g

Observacién 4.9.

1. Toda matriz A € M,, hermitica y definida positiva cumple que sus n subma-

trices principales son inversibles (véase el problema 2.15), por lo que estamos
en las condiciones de aplicarle el teorema 4.3. Sin embargo, para este tipo
de matrices esta especialmente indicado el método de Cholesky, que estudia-
remos en la seccién 4.5.
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2. Andlogamente a como ocurria con la factorizacion PA = LU, si se tienen que
resolver varios sistemas lineales con la misma matriz A (por ejemplo, para
calcular A~1) es suficiente conservar la expresiéon de las matrices L y U y
resolver los dos sistemas lineales de matrices triangulares

Lw=b

Uu=w. g

Observacion 4.10. Como comentamos al comienzo de esta seccién, los elemen-
tos de las matrices L y U pueden calcularse, directamente, a partir de los elementos
de A. Para ello, basta considerar la igualdad A = LU, elemento a elemento, te-
niendo en cuenta que

Iy =1 (4.8)

parai=1,2,...,n Yy, si la matriz A es inversible,
n
H W45 = det(A) 75 0,
i=1

lo que implica que
(2% 7’é 0

para ¢ = 1,2 ..., n. Obviamente

n
a;j = E likug;
k=1

para i,7 = 1,2,...,n pero, como las matrices L y U son triangular inferior y
superior respectivamente, se tiene que

lit=0 sl k>4

ukj:O si k>j

por lo que la expresion anterior se puede escribir como

min{4,j}
a;j = Z Likurg (4.9)
k=1
para i,j =1,2,...,n. Distinguimos dos casos:
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En esta situacién la expresién (4.9) toma la forma

i i—1
aij =Y ligt; = Y Ligtig; + i
P k=1

para 1 <1 < j < n, por lo que

i—1
wij = aij — Y Lkt
k=1

paraj =i,i+1,...,n. En la expresién anterior estamos siguiendo el convenio
habitual
q
> Wk)=0si g<p (4.10)
k=p

donde 9 (k) es cualquier funcién en la variable k. Asi, por ejemplo, en el caso
anterior

Uy = ayj

para j =1,2,...,n.

Ahora (4.9) se convierte en

J Jj—1
a;j = E likug; = E likurg + lijug;
k=1 k=1

para 1 < j < i <mn, de donde se obtiene que

1 =
lij=-—— (aij - Zlikuk])
& k=1

para i = j+ 1,5 4+ 2,...,n. Cambiando i por j en la expresién anterior y
utilizando el convenio antes descrito se llega a que

1 i1
i =— [ aji = > lius
Uig el

para j =1+ 1,1+ 2,...,n.
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De esta forma, la manera de obtener las matrices L y U es la siguiente: para
cada i € {1,2,...,n} se calculan

i—1
Uij = Ajj — E likukj, j=t1+1,...,n
k=1

1 S o
lji:u<aji—2ljkuki>, j=t+1:i4+2,....)n
i k=1

Notese que las férmulas recursivas anteriores estdn bien definidas en el sentido
de que para cada valor de i € {1,2,...,n} se calcula la fila i—ésima de U y, a
continuacion, la columna i—ésima de L, utilizando tan sdlo elementos de U y L
pertenecientes a las 4 — 1 primeras filas y columnas, respectivamente. En el caso
de que la matriz A no admita factorizacion LU se obtendra, para algtin indice
ke {l,2,...,n}, que ugr, = 0. o

Ejemplo 4.3. Efectuemos la factorizacién LU para resolver el sistema lineal

1 2 1 3 U1 45
2 1 4 10 us - 101
-1 -3 7 5 Uy —4
Aplicando las férmulas anteriores, obtenemos:
uyy =ay, J=1,2,3,4 = un=1Lu2=2, uz=1 uy=3
a1 .
li1 = =a;1,1=1,23,4 = In=11l1=1133=211 =-1
Uil
ugj = azj —latuy, 7 =2,3,4 = wuga=—1, up3 =0, ugg =1
2 — )
li22w71227374 = lap=1l32=3lpp=1
U2

uzj = agj — la1ur; — l3pugj, j =3,4 = uzz =2, uzy =1

a3 — lipuiz — lipuog |
ligz ! ‘ ! ,223,4 = l33:17l43:4
u33

Ugq = O4q — ly1U1g — lypUog — lyguzs = uggy =3

Por tanto,
1000 1 21 3
110 0 0 -1 0 1
L= o3 10| YY=|0o o021
11 4 1 0 0 0 3
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De esta forma, resolviendo por el método de remonte los sistemas triangulares

Lw=by Uu=w,

obtenemos
1 0 0 O w1 45 45
1 1.0 0 Wo _ 48 S ow— 3
2 3 10 w3 101 2
1 1 4 1 Wy —4 30
y
1 2 1 3 U1 45 5
0 -1 0 1 U _ 3 oo 7
0 0 2 1 ug | 2 = 0
0 0 0 3 Uy 30 10

Observacion 4.11. La factorizacion LU preserva la estructura de matrices ban-
da, es decir, si a;; = 0 para |[i — j| > p entonces l;; =0 parai—j >py u;; =0
para j —i > p (véase el problema 4.8). ¢

4.5. Meétodo de Cholesky

Consideremos ahora el sistema lineal Au = b donde A € M,, es una matriz
simétrica y definida positiva. Como se ha comentado en la observacion 4.9, este
tipo de matrices admiten factorizaciéon LU. Vamos a ver que, de hecho, se puede
obtener una factorizacion A = BC siendo B € M, una matriz triangular inferior
y C = BT,

Teorema 4.4. Si A= (a;;)}' ;=1 € My, es simétrica y definida positiva, entonces
eziste una matriz real triangular inferior B = (bi;)7;—; € My tal que A = BBT.
Ademds, si se elige que

bi; >0

parai=1,2,...,n, entonces la factorizacion A = BBT es tnica.
DEMOSTRACION. Como las n cajas principales de la matriz A son simétricas y
definidas positivas (véase el problema 2.16), todos los menores principales de A,

0k, son positivos y, en particular, no nulos. Asi, por el teorema 4.3, existe una
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unica matriz triangular inferior L = (lij)?jzl conl;; = 1,1 =1,2,...,n, y una
Unica matriz triangular superior U = (uij)?jzl tales que A = LU, es decir,

1 Ul U2 o Ulp
lor 1 Uy -+ Uzn

A=LU =
lnl T ln,n—l 1 Unn

Por tanto, descomponiendo en cajas de tamano ny = k y no = n — k, se tiene que

k
Huii = 5k >0
=1

para todo indice k = 1,2,...,n, de donde, comenzando con k = 1 y continuando
con k=2,3,...,n, se sigue que

u;; >0
para ¢ =1,2,...,n. Si intercalamos la matriz real diagonal e inversible

D:dlag (\/Ull,\/“QQ,...,\/unn) (411)

en la factorizaciéon LU, como

1 . 1 1 1
D™ = diag , sy ,
VUL1L A/ U22 \V Unn

se obtiene que
A=LU = (LD)(D™'U)

VU11 VU11 Vi2 t Vin
H21 \ U22 VU2 v Van

Hn1 S -1 Unn VUnn
Denotando
B=LD y C=D"!U,
se verifica que A = LU = BC. Por ser la matriz A simétrica, A = AT por tanto,
BC =A=A" = (BC)T =C"B". (4.12)

Como

n

det(B) = det (B") = [ vuii >0

i=1
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las matrices B y BT son inversibles. Ademas, de la relacién (4.12) se tiene que

c(BM~'=pB"1CT. (4.13)
Ahora bien, como
1 ki -+ kin 1
1 tee kzn mo1 1
cBh) ™ = . y B7'CT = . :
1 mMp1 - Mpn-1 1
la relacién (4.13) hace que
C(BT) 10T

por lo que C = BT y, por tanto, A = BC = BBT. Nétese que, en este caso, los
elementos diagonales de la matriz B son

bii = Vui >0
parat=1,2,...,n

Para demostrar la unicidad de la factorizacién A = BBT cuando los elementos
diagonales de la matriz triangular inferior B son positivos, supongamos que hubiera
dos descomposiciones de la forma

BB} = A= By,B} (4.14)

donde
(B1)ii >0y (B2)ii >0 (4.15)

para ¢ = 1,2,...,n. La propiedad (4.15) hace que se tenga
det(Bk) det H Bk ” 0,
i=1

lo que determina que las matrices By y (By)" sean inversibles para k = 1,2. Por
tanto, a partir de (4.14), se verifica que

(BI)T ((32)11)71 = (31)_132- (4.16)

Como By y By son matrices triangulares inferiores, las matrices (B1)T y ((BQ)T)il

son triangulares superiores y, por tanto,

M1l H12  cc Hin
(Bl)T ((Bz)T)fl _ /'1‘22 “en /’LG
,unn
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Por otra parte las matrices (B1)~! y Bs son triangulares inferiores, por lo que

(B1)"'By =
Vn1 e Vnn—1 Vnn

De esta forma, la relacién (4.16) determina que las matrices (By)T ((BQ)T)_l y
(B1)~!B3 son diagonales, es decir,

(Bl)T ((BZ)T)_l = (31)7132 =D (4.17)

siendo D una matriz diagonal, es decir,

D = diag ((31”i> = diag <(32”i).

(Ba2)ii (B1)ii
Por tanto,
((B)i)* = ((Ba)u)”
para i =1,2,...,n y, consecuentemente, a partir de (4.15), se tiene que
(B1);; = (B2)y;
parai=1,2,...,n. De esta forma,

D =diag (1,1,...,1) = I,
lo que, junto a (4.17), hace que se tenga By = Bs. o
Observacién 4.12.

1. Si se desean resolver varios sistemas lineales con la misma matriz A = BBT,
de nuevo la estrategia es, una vez calculada la matriz B, resolver los sistemas

triangulares
Bw=1b
BTu=w

con cada uno de los segundos miembros b requeridos.

2. Basta prefijar el signo de cada uno de los elementos de la diagonal de la
matriz B para tener unicidad de la factorizacién de Cholesky.

3. Si A = BB7 es la factorizacién de Cholesky de una matriz A € M,, simétrica
y definida positiva, entonces
det(A) = b2 b2, - - b?

nn-
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4. El teorema 4.4 puede generalizarse a matrices complejas. Concretamente,
puede demostrarse que si A = (aij)ﬁ j=1 € My, es hermitica y definida posi-
tiva entonces existe una matriz triangular inferior B = (b;;)}',—; € M, tal
que A = BB*. Ademas, si se elige que

bii >0
para i =1,2,...,n, entonces la factorizacion A = BB* es tnica. g

Observacién 4.13. Consideremos la factorizacién de Cholesky A = BB™T donde
B es una matriz real triangular inferior con elementos diagonales

para i = 1,2,...,n. De la relacién A = BBT se obtiene que
n min{i,j}
ajj = Z bikbjr = Z bikbjk
k=1 k=1

parat,j =1,2,...,n, ya que
bpg =0 si 1<p<qg<n.

Fijando nuestra atencién en el caso en que 7 < j se tiene que

i i—1
Q5 = Z bikbjk = Z bikbjk + biibji (4.19)
k=1 k=1
para 1 < i < j < n. Por tanto, para cada i € {1,2,...,n} podemos escribir
i—1 i—1
Qi = Z bikbik + bisbi = Z by + b,
k=1 k=1
igualdad que conduce a
i—1
bii = | @i — Y b2,
k=1

donde nuevamente seguimos el criterio establecido en (4.10); de esta forma

b11 = \/aii.

Por otra parte, la relacién (4.19) determina
1 i—1
bji = le (aij - kz::l bikbjk>
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para j =i+1,i+2,...,n. Asi pues, la forma de obtener la matriz B es la siguiente:
para cada i € {1,2,...,n} se calculan

i—1

2

Qij — E b3l
k=1

i—1
1 . .
bji:()“<aij— E bikbjk>7 j:Z+1,Z+2,...,’n
i1 k=1

1. Las féormulas recursivas anteriores estan bien definidas, pues para cada valor
de i € {1,2,...,n} se calcula la columna i—ésima de B utilizando tan sélo
elementos de la matriz B situados en las ¢ — 1 primeras columnas de B.

2. En el caso de que la matriz A sea simétrica pero no admita factorizacion de
Cholesky se obtendrd, para algin indice ¢ € {1,2,...,n}, que

i—1
k=1

3. Cuando la matriz A € M,, es hermitica y definida positiva entonces A ad-
mite factorizacién de Cholesky de la forma A = BB*, donde B € M,, es
una matriz triangular inferior (véase la observacién 4.12). En este caso, los
elementos de la matriz B se obtienen recursivamente a partir de las relaciones

) j=i+1,i+2,...,n

Observacion 4.14. Al igual que ocurre con la factorizacion LU, la factorizacién
de Cholesky preserva la estructura de matrices banda (véase el problema 4.8). ¢

Observacién 4.15. Contemos el nimero de operaciones elementales efectuadas
en el método de Cholesky:
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1. Factorizacién. El calculo de la matriz B mediante las féormulas dadas necesitas:

n raices
n—1
-1

Z(n —k)= % divisiones

=1
n—1 3
Zk(nf k)= n 5 " sumas
n—1 TL3 _n
Zk(n —k)= 5 productos
k=1

2. Resolucién de los sistemas lineales Bw = by BTu = w. Como se ha visto,
estas resoluciones necesitan:

-1
2% =n(n—1) sumas
-1
2% =n(n—1) productos
2n divisiones

Es decir, el método de Cholesky necesita

n—n 5 (2n?+15n+1)n  n?
S ln —1 - ~
3+ 2n(n )+ 3n G 3

operaciones, lo que constituye del orden de la mitad de operaciones que el método
de Gauss.

Ejemplo 4.4. Vamos a aplicar el método de Cholesky para resolver el sistema
lineal

1 -1 1 0\ /[w 4
-1 2 -1 2| u| | -3
1 =1 5 2| lus] | 16
0 2 2 6/ \w 8

Puesto que A es una matriz simétrica y definida positiva, aplicando las férmulas

© Ediciones Pirdamide



Meétodo de Cholesky 151

anteriores para el calculo de la matriz B obtenemos:

b1 = a1 =1
bj1 = % =aij, j=2,3,4 = bu=-1b31=10b4=0
11

b22: a22—b§1:\/2—1:1

ag3 —borbzy  —1+1-1

b = =
32 bos 1 0,
a4 — ba1bygy 241-0
b == = = 2
42 bos 1

b33: 0;33—[)%1—[)%2:\/5—1—0:2

a34—b31b41—b32b42 _2—1~0—0~2_
b B 2 B

bas = \Jaus — b — b, — b5 =604 1=1

1

byz =

Por tanto,
10 0 0
-1 1 0 0
B= 10 2 0
0 2 1 1

Resolviendo por el método de remonte los sistemas triangulares
Bw=by Blu=w

se obtiene que

100 0\ [w 4 4
110 0| fw|_f-3]_ ,_[1
10 2 0] |ws 16 6
02 1 1/ \w, 8 0

y
1 -1 1 0\ /u 4 2
0 10 2||uwl|_ [1 5
0 02 1|lus|T 6] T “ |3
0 0 0 1/ \uy 0 0

Notese que, a partir de B, podemos calcular el determinante de A; en este caso

det(A) =4, O
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4.6. Problemas

4.6.1. Problemas resueltos

4.1. Método de Gauss—Jordan para el cilculo de la inversa de una matriz. Conside-
remos una matriz A € M,, inversible.

a) Adaptar la demostracién del método de Gauss para probar que existe una
matriz M de manera que M A sea la identidad.

b) Explicar cémo se puede utilizar el resultado del apartado anterior (método
de Gauss—Jordan) para el calculo de la inversa de la matriz A.

SOLUCION.

a) Siguiendo el método de elimininacién de Gauss, el resultado de la etapa k—1
es una matriz de la forma

Ay =Ep 1Py 1Ey 9Py o---E\PA
1 1

1 a%k .. a%n

1 Qg Oy

k—1 k—1

= L ooy 0 g i,

k k

gk A,
k k

a’nk T Ay,

Al igual que en el método de Gauss, la matriz /Tk es inversible, por lo que
existe un indice i € {k,k + 1,...,n} para el cual afk # 0, elemento que
tomamos como pivote. A continuacién multiplicamos a la izquierda la matriz
Ay por una matriz Py de permutacion. Si

1 1
1 a%k e aln
1 Qo Qap
~ ~ k—1 k—1
PLA, = ooy 0 ogy,
k k
g X,
k k
ank T Ay
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entonces af, = a¥ # 0. La matriz Ay se obtiene multiplicando la matriz
anterior a la izquierda por

1

1 _ %Mk
ok

kk

1 _ Q9
ok

kk

Ekz I

AL

k
_ Ak 1
ok
kk

Después de la n—ésima etapa, la matriz Avn+]_ =MAesla identidad, donde
M = E,P,E, 1P, 1---E;P,E\ P,.
b) Basta ampliar la matriz A mediante la identidad I para construir la matriz
B =(A|Il) € My xon.
Aplicando a esta matriz B las transformaciones recogidas en M se tiene que
MB = (MA|M) = (I|M)
donde, obviamente, M=A"1

4.2. Algoritmo para la resolucién de sistemas tridiagonales. Se considera el sistema
lineal Ax = d para una matriz tridiagonal

b1 «a
ag bg Co

A= . (4.20)

Gp—1 bnf 1 Cn-1
an by

a) Llamando dp = 1 y dx al menor principal de orden k de A, k = 1,2,...,n,
probar, desarrollando el determinante por la ultima columna, que

Ok = bpdk—1 — apCr—10k—2

para k=2,3,...,n.
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b) Se definen las sucesiones

my; = b1
my :bk— k-1 ag, /4522,3,...,77,
k—1
y
d;
g1 =—
my
_dp — gg—1ak
gp=—"—"— k=23,...,n.
My
Probar que
Ok
mp = —
Ok—1
y deducir que si
O # 0
para k =1,2,...,n, entonces
mg 7& 0

y, por tanto, los nimeros my y gr estan bien definidos.

¢) Demostrar que la solucién del sistema Az = d viene dada por

C

k
In =9Gn ¥ Tk =Gk — — Tk+1
mg

parak=n—1n—-2,...,1.

d) Comprobar que

1 my C1
as 1
m1 ma
An—1 1
My _2
an 1
Mp—1

es la factorizacion LU de la matriz A.

C2

(4.21)

e) Determinar el niimero de operaciones que requiere este método y compararlo
con el numero de operaciones necesarias en el método de eliminaciéon gaus-

. P . Ck
siana (téngase en cuenta que los cocientes — pueden calcularse una sola

My
vez).
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SOLUCION.

a) Vamos a proceder desarrollando el determinante d; por los elementos de la
dltima columna:

by
as bQ C2
5k:det
ar—1 brg—1 cr1
ay by
bi @
as b2 C2
= by det
ak—2 bp_2 cp_2
ag—1 br—1
by
ay by e
— cp—1 det
ap—2 bp_2 cr_2
0 0 Qg
bl C1

a9 b2 C2
= bkék,l — C—1Qf det

ar—3 bp—3 cr—3
ap—2 br_»

= bpdp—1 — Cr—1a10k—2.

b) Procedemos por induccién:

i) Para k =1 el resultado es obvio.

i1) Suponemos cierto el resultado para k — 1y, bajo esta hipdtesis, demos-
tramos que también es cierto para k. En efecto, por el apartado a) se

tiene que
Ok _ bkOk—1 — akCr—10k—2 _ b — anc 15k—2
Ok—1 Ok—1 0k
Ahora bien, por la hipétesis de induccién
Op—1 m
A k-1,
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por tanto,
Ok 1
5= br — arcr—1
k—1 mg—1

= M.
¢) En primer lugar, con el convenio z¢g = z,+1 = 0, podemos escribir el sistema
anterior en la forma
agpTr—1 + b + ckTpp1 = di

para k = 1,2,...,n. Mostramos, nuevamente por induccién, que (4.21) de-
termina la solucion del sistema lineal Az = d:

i) Despejando x; en la primera ecuacién del sistema se obtiene que

_di—cary migr — Ty 1
Ty = = =91 — —T2.
bl mq mi
i1) Dado k € {2,3,...,n}, supuesto cierto el resultado para k — 1, usando

la k—ésima ecuacién podemos escribir

by = di, — apTr—1 — CRTh41

Ck—1
=dyp —ag | gr—1 — Tk | — CkTh41,
mrg—1
gracias a la hipdtesis de induccion. Por tanto,
Ck—1
brxr = di — gr—1ax + ArTr — CkTr41
mrg—1
B Ch—1
= migr + pTk — CkTh41-
mg—1
De esta forma,
Ck—1
mpzy = | by — ag | Tp = Mpgr — CkThi1
mg—1

de donde
Ck

Ty =Gk — ——LTk+1-
mg
La manera de proceder es la siguiente: se calculan recursivamente los valores

{m17gl7m2392a ... 7mnagn}

y con ellos se obtienen

{Tn, Tn-1,...,21}.
Obsérvese que la idea subyacente es despejar cada incognita en la ecuacién
en la que ésta aparece en el valor central y sustituir en la ecuacién siguiente,
obteniendo asi una féormula regresiva para el calculo de las incognitas.
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d) A partir de la definicién de los elementos my es inmediato comprobar que

A = LU, siendo
1 mi o
az
me L my  c
L= yU=
An—1
My —2 1 Mp-1 Cpn-1
a
n m
Mnp—1 1 n

por lo que ésta es la factorizacion LU de A.

Observacién: en realidad, las secuencias gx y xx no son mas que las soluciones
de dos sistemas triangulares correspondientes a una factorizacién LU de A,
con la propiedad de que la matriz U tiene unos en su diagonal. En efecto,
como my # 0 para k= 1,2,...,n, podemos considerar la matriz diagonal

1 1 1
D = diag ()
my Mo my,
que es inversible y cuya inversa es
D! = diag (m1,ma, ..., my,).

Mediante esta matriz D escribimos

A=LU = BC
siendo
mq
as mo
B=LD!'=
Ap—1 mnp—1
an, My,
y C
1 o
1 ncfz
C=DU=
Cn—
1 mnfll
1
Asi pues,

Bg
Ar=d & BCx=d &
Cx=g.
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Resolviendo por el método de remonte los dos sistemas triangulares anterio-
res se obtiene que

dy
a=——
my
_dk —gk—ak
g = BT I1Ak p 93 n
my,
y
In = gn
ck
T =0k — —Th+1, k=n—1,n—-2,...,1
my,
Por tanto, {g1,92,---,9n} ¥ {&n,Tn_1,...,21} son las soluciones que se ob-

tienen resolviendo por el método de remonte los sistemas triangulares Bg = d
y Cx = g, respectivamente.

e) Contabilicemos el niimero de operaciones necesarias en este método:

Ck .

— — n —1 cocientes

My

my ~— n — 1 multiplicaciones y n — 1 restas

Ik — n divisiones, n — 1 multiplicaciones y n — 1 restas
rr ~ — n — 1 multiplicaciones y n — 1 restas.

Luego el nimero de operaciones que requiere este método es 8n — 7 frente a

las
n(4n? +9n —7)

6
que se necesitan en el método de eliminacién gaussiana. g

4.3. Se considera el sistema lineal Az = d donde A es una matriz tridiagonal de
la forma (4.20) de diagonal estrictamente dominante. Demostrar que

2]l < e(A) [ld]|

siendo

c(A) = max {|b|_1} (a1 = ¢ = 0).

1<i<n la;| — el

SoLUCION. En primer lugar, por ser A de diagonal estrictamente dominante, se
verifica que
|bs] > |ai| + |cil

para i = 1,2,...,n, lo que hace que la constante c¢(A) esté bien definida.
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Por otra parte, la relacién Az = d determina que
a;iTi—1 + b + ¢y = d;

para i =1,2,...,n, siendo g = x,4+1 = 0. Por tanto, para todo i € {1,2,...,n}
se verifica que

bl || < lasl|lwiza| + [eill@iva] + |di| < (las| + les]) |2 + 1Al - (422)
Consideramos un indice ig € {1,2,...,n} verificando
el = ma ol = o

Sustituyendo i = ig en la expresién (4.22) se obtiene que
[bio 7]l oo < (laio| + leio ) 2] + 1]l

de donde se concluye que

ld] { | }
X < 0 <maX _— d .
elloe < BT o | —Te] = 25 ol = Tar —Jai] J Hlec -

4.4. Sea A € M,, una matriz cuyos menores principales son todos no nulos.

a) Probar que A se puede factorizar en la forma A = LD R siendo L = (1;;)7 ;-4
una matriz triangular inferior, R = (rij)?,jﬂ triangular superior con

Li=mry=1

parai=1,2,...,n,y D diagonal. Encontrar férmulas para los elementos de
L, Dy R.

b) Demostrar que si A es simétrica entonces R = LT. Adaptar las férmulas
anteriores para el caso de que A sea simétrica.

¢) ;Cémo se usaria la factorizaciéon dada en a) —o b), en el caso de que A sea
simétrica— para resolver el sistema Au = b?

SOLUCION.

a) Por ser todos los menores principales de A no nulos, la matriz A admite una
unica factorizacion LU (véase el teorema 4.3). Mds concretamente, existe
una tnica matriz triangular inferior L = (l;;)},_; con l;; =1,i=1,2,...,n,
y existe una unica matriz triangular superior U tal que A = LU. Basta
considerar las matrices

D = diag (u11,u22,...,Unn) v R=D7'U
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(nétese que D es inversible por serlo A y, por tanto, U). De esta forma, se
tiene que
A=LU=LDD 'U)=LDR.

Ademés, como

Uil U22 Unn
entonces
Tii =1
para ¢ = 1,2,...,n. Obtengamos los elementos de las matrices L, Dy R a
partir de la factorizacion
A=LDR.
Claramente,
n min{z,5}
a;j = Z likdgrriy = Z likdgrTrj
k=1 k=1
parai,j = 1,2,...,n, puesto que
lit=0s1 k>4
y

’I"ijO si k>]

Distinguimos dos casos:

i) En esta situacién:
i—1

i
aij = Z llkdkkrkﬂ = E likdkkrkj + d”’f’”
k=1 k=1

para j =4,71+ 1,...,n, ya que l;; = 1. Por tanto,

i—1
Qg = E L drrThs + digra
k=1

i—1
aij = Z Likdpgres + digrig, =1+ 1,1 +2,...,n,
k=1
de donde se obtiene que
i—1

di; = a;; — 5 Lk ik hs
k=1

1 i—1 ‘ . .
Tij = o <aij - Zlikdkkrkj> L j=i+1,i42,...,n.
17 k=1
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i1) Ahora

J Jj—1
ajj = E Likdrrk; = E likdirres + lijd;;
k=1 k=1

parai=j+ 1,74+ 2,...,n, ya que rj; = 1. De esta forma,

1 =
L = i (aij - Z likdkkrkj>
k=1

parai=j+ 1,7+ 2,...,n. Cambiando el indice ¢ por el indice j en la
expresion anterior se tiene que

i1
1
lji = € (aji - ; ljkdkkzrki>

paraj =1+ 1,1+ 2,...,n.

Es decir, para cada i € {1,2,...,n} se calculan
i—1
dii = a5 — Y ligdprrei
k=1
1 i—1
Tij = df“ (ai]‘ - Z likdkkrkj> 5 _] =1+ 1,i + 2, o5 n (423)
k=1
1 i—1
lji = . <aﬁ —;zjk dkkr;ﬂ) L =i+ 1Li+2,...n

b) En el caso de que la matriz A sea simétrica se verifica que
LDR=A=A"=R"DL"

y, por tanto,

1

DR(LY)  =L"'R'D (4.24)

siendo DR (LT) ~! una matriz triangular superior con
(DR (LT)_l) =di;
(23
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parai=1,2,...,n, y L7'RTD una matriz triangular inferior con
(LilRTD)n‘ =di;
para i = 1,2,...,n. Por tanto, de la relacién (4.24) se deduce que
DR(L™) ' =L'R'D =D,
Como D es una matriz inversible entonces
R(IL") ' '=D'D=1
de donde R = LT,

Para obtener los elementos de D y L, puesto que L = RT y A es simétrica,
bastard sustituir en la férmula (4.23) rk; por l;x, obteniéndose asi

—1
2
dii = a;; — E Uik
k=1

i—1
1
ljiZI (aij— E ljkdkk:lik> ,j=t+1,1+2,...,n
17 kzl

Para resolver el sistema lineal Au = b cuando A = LDR calculariamos, a
partir de A y por este orden, los elementos

{di1,{r; Vicos Al Yo -+ s diis {Tig Yim i1,
{lji ;L:H-l; LR dn—l,n—la Tn—1,n, ln,n—la dnn}

para obtener de esta forma las matrices D, R y L. Una vez calculadas,
resolveriamos los sistemas lineales

Lv=1b
Dw=w
Ru=w

en ese orden, teniendo en cuenta que el primero y el 1ltimo son sistemas
triangulares (se utiliza remonte sin divisién puesto que l; = u; = 1 para
i=1,2,...,n) y el segundo es diagonal (despejando cada incégnita directa-
mente).
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Cuando la matriz A sea simétrica, una vez obtenidas D y L, se resolverian

los sistemas
Lv=2b

4.5. Sea M € M, una matriz tridiagonal por bloques,

A 4y
BQ AQ C2

de forma que las p submatrices

A
BQ A2 Cz
Ay = . -
Br1 Ap-1 Crp
Bk Ak
para k=1,2,...,p son inversibles.
a) Probar que existen matrices
I
Ly I
L= (4.25)
L1 Iy
L, I
y
Uy, D
Us Dy
U= (4.26)
Up-1 Dp—
Up

tales que M = LU.

b) Hallar la expresién de L;,U; y D; en funcién de A;, B; y C;.
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SOLUCION.

a) Vamos a demostrar que en el proceso de eliminacién gaussiana se llega a una
matriz triangular superior y tridiagonal (por tanto, bidiagonal) por bloques
y no es necesario realizar permutaciones de filas, puesto que en cada etapa de
eliminacién, la matriz M}, va a ser inversible. Lo probamos por induccién:

i) Como A; = A; es una matriz inversible, considerando la matriz

L
—BQ(Al)il I2
E =
Iy
Ip
se verifica que
A Oy
A3 C3
Bi A3 C%
My =FE1M = )

B 4L
B, 4,

(nétese que My sigue siendo una matriz tridiagonal por bloques).

ii) Supuesto que se han efectuado k — 1 pasos veamos que se puede efec-
tuar el siguiente. La hipotesis de induccién es que tenemos una matriz
triangular superior y tridiagonal por bloques de la forma

My =Ey,_1Ey_—o-- - EaFn M

A Gy
A3 C3

k k
A
Bk-‘rl Ak‘-‘,—l Ck+1

Como det E; = 1, multiplicando por cajas, de la expresién anterior se
tiene que

det(A;) det(A2)---det(AF~7) det(AF) = det(Ay) # 0,
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lo que hace que det(A}) # 0y, por tanto, la matriz A¥ es inversible. De
esta forma, a partir de la matriz

I

Er = B (A7 T
Tiy2

se verifica que la matriz My, = Ex M, es de la forma

A G
AL G
k—+1 k+1
M _ Ak+1 Ck+1
k+1 — Bk—i—l Ak'+1 Ck+1
k+2 k+2 k+2
k+1 k+1 k+1
BEFL ARl ]

Bi—_d A‘Ilé-&-l
P

Consecuentemente, en la etapa n — 1 la matriz

Mn = nflEn72 T E2E1M

es triangular superior y tridiagonal por bloques. Asi pues, la matriz M se
puede factorizar en la forma M = LU tomando

U=M, y L=(Ey 1By, 2 FEE)" = (E)) Y (Fa) ™' (Eper) ™,

siendo U una matriz triangular superior y tridiagonal por bloques de la forma
(4.26) y L triangular inferior y tridiagonal por bloques del tipo (4.25).

b) Haciendo el producto por bloques de las matrices L y U se obtienen las
relaciones:

Oi:Di, i:1,2,...,p—1
B'L :LiUifla i:2u37"'7p
Ai:Lj,Di_1+Ui7 1.22,3,...,]) con A1 :Ul.
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De esta forma,
D; = Cj

parai=1,2,...,p— 1,y a partir de U; = A; se van calculando, para cada
indice i € {2,3,...,p}, las matrices

Li = By(Ui-1) ™
Uy=A4;-LCi1. o

4.6. Sea A € M, una matriz simétrica inversible (aunque no necesariamente
definida positiva) que admite factorizaciéon LU. Demostrar que se puede escribir
A = BBT donde B es una matriz real triangular inferior y las columnas de B son
las de B salvo, quizd, el signo. Es decir, si B = (b1, bs, ..., b,) entonces

E = (01b170'2b2, e ,O’nbn)
con o; =+x1lparai=1,2,...,n.

SOLUCION. A partir de la factorizacién A = LU se verifica que

det(A) = det(L) det(U H Ui (4.27)
ya que [;; = 1 parai = 1,2,...,n. Por otra parte, al ser A una matriz inversible se
tiene que det(A) # 0. Por tanto, de la relacién (4.27) se obtiene que u;; # 0 para
1=1,2,...,n. De esta forma, la matriz diagonal

D = diag (\/|u11|, Vsl \/|u,m|)

es inversible y

1:diag( ! ) ! el ! >
VAL VAL V [tna]
Por tanto, podemos escribir A en la forma

A=LU = BB"

siendo

Vuail
H12 V4 |U22|

/~L1n e Mnfl,n V |unn|

B=LD=
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y
a1y |U11| V12 T Vin
~ oo/ |uza| - Von
BY'=D7'U = .
Ony/ ‘urm|
donde
o; = sign uy;

parai=1,2,...,n. Como la matriz A es simétrica se verifica

BB' = A= A" = BB";

por otro lado, como
det(B) = det (BT) = [ V/Jui| >0
i=1

se verifica que las matrices B y BT son inversibles. Por tanto,

B™(B") ' =B'B. (4.28)
Ahora bien, como
o1 kiz - ki
- _ oy o kop
BT (B") ' =
On
y
g1
s m21 02
B B = ,
Mp1 -+ Mpn-1 On

la relacién (4.28) determina que
BT(B") '=B'B=A

siendo
A= diag(017027 s 7Un)7

por lo que B = BA. Asi, si

B = (by,ba,...,b,)
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entonces

B = BA = (O‘lbl,O'QbQ, N ,O'nbn)

(véase el problema 2.6). g

4.7. ;Cuéntas factorizaciones de Cholesky distintas (es decir, sin suponer que
los elementos diagonales de B son positivos) admite una matriz simétrica definida
positiva?

SOLUCION. Consideremos dos factorizaciones de Cholesky de la matriz A
BB} = A= B,;BY.
Entonces, a partir de la relacion
—1 _
(B)T ((B2)T) = (B1)"'By
se verifica, como vimos en la demostracion del teorema 4.4, que
-1 _
(B)' ((B2)") = (B1)"'Ba=D (4.29)
siendo D una matriz diagonal y
2 2
((B1)ii)” = ((B2)ii)
para ¢ =1,2,...,n. Por tanto,

(B1);; = £ (B2)

parai=1,2,...,n, de donde
D = diag (01,09,...,0,) con o; = £1. (4.30)

Nétese que la matriz D es inversible y D=1 = D. Reemplazando (4.30) en (4.29)
se obtiene que
By, = B, D.

De esta forma, si
By = (b1,ba,...,by)

entonces
By = (01b1,02ba, ..., 0,by).

Es decir, las matrices By y B tienen las columnas iguales salvo, eventualmente,
el signo. Como hay n columnas y en cada una de ellas el signo puede ser positivo
o negativo en total tenemos 2" factorizaciones de Cholesky distintas. g
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4.8. Demostrar que la factorizacion LU preserva la estructura de matrices banda,
es decir, si
aij =0 para |[i—j|>p

entonces

Probar el mismo resultado para la factorizacién de Cholesky.

SoLucION. Como A = LU entonces para i,j = 1,2,...,n se verifica que

n
aij = E likug;.
k=1

Ahora bien, como las matrices L y U son triangular inferior y superior respectiva-
mente,
lix=0 s k>i

ug; =0 si k> j,

por lo que la expresion anterior se puede escribir como

min{i,j}
ajj = Z likugg (4.31)
k=1
para i,j = 1,2,...,n. Asi pues, si i < j la expresién (4.31) toma la forma
i i—1
dij = Z likuk; = Z likukj + wij (4.32)
k=1 k=1
para j =14,i+ 1,...,n, ya que l;; = 1 y, por ser A una matriz banda, se verifica
que
a;; =0si i+p<j<n,i=12...,n—p. (4.33)

Vamos a demostrar por induccién en ¢ que
u; =0sii+p<j<n,t=12,...,n—p.
i) Para ¢ =1 la relacién (4.32) determina
aij = Uiy
de donde, aplicando (4.33) para i = 1, se deduce

u; =0 s I+p<j<n
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i1) Supuesto cierto el resultado para k < ¢ lo demostramos para i. A partir de
(4.32) se tiene que

i—1
Uij = Q45 — Z likukj. (434)
k=1
Ahora bien, como i + p < j < n entonces k +p < j < n si k < i. Asi pues,
por la hipétesis de induccién, se verifica que
ug; =0 si k=1,2,...,4—1.

De esta forma, sustituyendo estos valores en la expresién (4.34) y teniendo
en cuenta (4.33), se obtiene que

u; =0 si i +p<j<n.
Para la matriz L el razonamiento es andlogo considerando j < i en (4.31) y
demostrando por induccién en j que
lij=0si j+p<i<n,j=12,...,n—p.

A continuacién demostramos el resultado para la factorizacién de Cholesky. Puesto
que A = BBT, considerando i < j, se tiene que

min{4,j} i—1

aij = Z bzkb]k = Z bikbjk = Z bzkb]k + b“bﬂ (435)
k=1 k=1 k=1
para j =4,i+1,...,ny, por ser A una matriz banda, verifica nuevamente (4.33).

Vamos a demostrar por induccion en i que
bji=0sii+p<j<n,i=12,...,n—p.
i) Para i =1 la relacién (4.35) implica que
ai; = bllbjl
por lo que, al aplicar (4.33) para i = 1, se obtiene

bj1:0 si 1+p<j<n.

i1) Supuesto que el resultado es cierto para k < i lo vamos a demostrar para i.
A partir de (4.35) se tiene que

i—1
1
bji = bf“ (aij - ; bikbjk> . (436)
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Como i+ p < j < nentonces k+p < j <nsik<i, porlo que la hipotesis
de induccién hace que se tenga
bjk:() si k:172,...7i—1.

Asf pues, al sustituir estos valores en (4.36) y teniendo en cuenta (4.33), se
obtiene que
bji=0s j+p<i<n. o

Factorizacién de Cholesky: demostracién alternativa.

Se considera una matriz A € M, simétrica cuyos menores principales son
todos positivos. Si A se escribe en la forma

()
at |«
siendo A,_1 € M,_1, a € R" ! y a € R, demostrar que
o — aT(An_l)*la > 0.
En el supuesto de que A,,_; admita factorizacién de Cholesky de la forma
Ap1 = Bp_1(By1)"
;como deben elegirse z € R*~! y 3 € R para que
() (595)
e [ g o [s

Probar que tal elecciéon de x y g es posible.

Demostrar, por induccién sobre la dimensién de la matriz, la existencia de
factorizacién de Cholesky para una matriz simétrica cuyos menores princi-
pales son todos positivos.

Deducir, del apartado c¢), que toda matriz simétrica con menores principales
positivos es definida positiva.

SOLUCION.

a)

Como la matriz A es simétrica se verifica que

An—l a (An—l)T a
= A=AT = .
( aT «@ > ( aT «
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Por tanto (A,_1)" = A,_1, es decir, la matriz A,_; es también simétrica.
Al ser los menores principales d, de A positivos, lo son los de A,,_1. En
particular,

det(A,—1) =061 >0

y, consecuentemente, la matriz A,,_; es inversible. Multiplicando por bloques
la matriz A a la izquierda por la matriz

F— In—l ‘ 0
"\ —dta, )t

EA— An—l ‘ a
B 0 ‘ a—a"(A,_1)"ta |

De esta forma, como det(E) = 1, se verifica que

se obtiene que

(o —a"(A,_1) 'a) det(A,—1) = det(EA) = det(E) det(A)
=det(A) =4, >0

y, por tanto,
a—av(A,_1) " ta>0.

b) Como la matriz A,,_; admite factorizacién de Cholesky de la forma
An—l = Bn—l(Bn—l)T (437)

podemos considerar la matriz
B= ( B”T‘ 119 ) .
zt | B
Vamos a determinar € R"! y 8 € R para que se verifique la igualdad

A= BB",

es decir,

© Ediciones Pirdamide



Problemas 173

Por tanto, debe verificarse
Bhiz=ay a=p%+2Tz.
Puesto que B,,_1 es inversible, la eleccién del vector
r=(B,_1) 'a
esta bien definida. En cuanto a f3, se tiene que
a =62+ ((Bar)'a)" (Bao1) 'a)
= B2+ (Bao1) ™) (Bao1) a
8+ (Ba)?) " (Bar) e

=p*+at (anl(anl)T)il a
=82+ at(A,_1)"a

(véase (4.37)). Como por el apartado a) se sabe que
B =a—-av(A,_1) " ta >0,

la eleccién

B=y/a—aT(4,_1) ta

estd bien justificada.

¢) Procedemos por induccién:

i) Para n =1 el resultado es inmediato, pues A = a1; > 0y, por tanto,
A= /ai1\/a11.

i1) Supongamos cierto el resultado para matrices de orden n — 1 y de-
mostrémoslo para matrices de orden n. Para ello consideramos una ma-
triz A € M,, simétrica con menores principales positivos y la escribimos

como
An,1 a
A= T .
a «
Como la matriz A,,_1 € M,,_1 es simétrica y con menores principales

positivos, por la hipdtesis de induccién, A,,_1 admite una factorizacion
de Cholesky de la forma

Anfl = anl(anl)T
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para una matriz real B, 1 € M,,_; triangular inferior. Tomando

r=(Bn_1)"ta

B = \/a —aT(Ap—1)"ta

se sabe, por el apartado b), que la matriz real y triangular inferior

B B, 110
= T |

A= BB".

verifica

d) Como A = BB™T entonces
det(B) det (B") = det(A) =6, > 0

por lo que las matrices B y BT son inversibles. De esta forma, para todo
v € V\{0} se verifica que

v Av =0vT"BBTw = (BTU)T (B™) =[|B™v||3 >0
por ser BT inversible y v # 0. g

4.10. Calculo recursivo de la inversa de una matriz.

a) Férmula de Sherman—Morrison. Sea B € M,, real e inversible y sean u, v € R"
tales que la matriz B + uv™ es inversible. Comprobar que
B 'uwwTB!

B T 71:B71_7.
(B+uv?) 1+0TB 1y

b) Sea A € M,, una matriz real escrita en la forma

m
A=D+ Z wv)
i=1
donde D es una matriz diagonal e inversible y los vectores u;,v; € R™ son

tales que las m matrices

k
Mk:D+Z uinT

i=1

para k = 1,2,...,m son inversibles. Si C}, = (M) ™!, encontrar una férmula
recurrente para Cy1.
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¢) Sea A € M,, una matriz simétrica definida positiva. Demostrar que A se
puede escribir en la forma

A= D+i uie?
i=1

siendo e; el i—ésimo vector de la base candnica, verificAndose las hipétesis
requeridas en b).

d) Razonar cémo pueden usarse los resultados anteriores para calcular la inversa
de una matriz simétrica definida positiva.

SOLUCION.
a) Denotando por
C-pt B~ luptB1!
- 1+ 0TB-1y’
de la relacién
B lwTB-1
T -1 T
4B T B tunT B B lu(vT B~ tu)ou™
1+0TB- 1y 1+0TB-1y
B~ lwT B~ tuoT
:I B—l T_ = = TB—li
+ u 1+ vTB-1y v u1+UTB*1u
BT
_ —1,T T -1 _

se deduce que C' = (B + uvT)fl )
b) Como para cada k € {1,2,...,m — 1}

k41
T T
M1 =D+ E uv; = My + Uk y1V44 1,
i=1

por el apartado a) se tiene que

_ —1
Cri1 = (Mpy1) ™" = (M, + wpg1vpp4)

(M) Mg vy g (My) ™!
1+ vp (M) g

T
Ckuk+1vk+1ck

= (M)~ -

E— 7 T ~ .
14 kaC’kukH
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¢) Vamos a considerar la matriz diagonal

D = dlag (0,11,0,22, . 70%”)
y los vectores
_ T
Ui = (A1is 501,650, Qi 105+ - -5 Oni)
para i = 1,2,...,n; es decir, cada vector u; es la columna i—ésima de la

matriz A salvo la i—ésima componente que es nula. Como para cada indice
1€ {1,2,...,n} se verifica que

ay; 0 - 0 ay 0 -+ 0
;1 0 0 0 ai—1; O 0

uel = 0 1(0,...,0,1,0,...,0)= {0 0 0 0 of,
Ait1,4 0 0 aj+1;, O 0
Qns 0 0 Ani 0 0

entonces, claramente, la matriz A puede escribirse como

A=D+ Zn: uze; .
i=1

Veamos que con estas elecciones se verifican las hipdtesis requeridas en el
apartado b). En efecto:
i) Como A es simétrica y definida positiva, la matriz D es también simétrica
y definida positiva y, por tanto, inversible.

1) Las matrices My, son de la forma

a11 ce a1k
0
k T a1 “e ALk
My = D+Z Ui = | app11 o Qkt1k | Gkt k+1
i=1
an1l e Ank Ann
para k = 1,2,...,n. Consecuentemente, por ser cada M} una matriz
triangular inferior por bloques, se verifica que
ail a1k n n
det(My,) =det [ ............ I @wi=d J[ ai>o0,
a1 Ark /] j=k+1 j=k+1
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yva que al ser A simétrica y definida positiva sus menores principales
0k son positivos y sus elementos diagonales también (véase el proble-
ma 2.16). Con esto se tiene que todas las matrices M}, son inversibles.

d) Los resultados anteriores sirven para calcular la inversa de la matriz A de
forma recursiva; dado que A = M, entonces

A_l = (Mn)_l = Cna

por lo que bastaré calcular Cop = D~ (lo cual es trivial) y, a partir de ella,
utilizar la recurrencia del apartado b) hasta llegar a C,,. Nétese que estos
calculos no requieren invertir ninguna matriz. g

4.6.2. Problemas propuestos

4.11. Demostrar que la factorizacién LU sigue siendo posible si A es singular,
siempre que los n — 1 menores principales dx, £k = 1,2,...,n — 1, sean no nulos.
Probar que, en ese caso, u,, = 0.

4.12. Sea A € M, una matriz con todos sus menores principales no nulos.
Demostrar que existen matrices B € M,, triangular inferior y C = (c;;)} j=1 € My,
triangular superior con

ci =1

parai=1,2,...,n tales que A = BC. ;Es tnica la factorizacién anterior?

4.13. Sea A e M,,.

a) Adaptar el método de eliminacién de Gauss para probar que existe M € M,,
inversible tal que M A es triangular inferior.

b) Encontrar condiciones suficientes para que la matriz A pueda factorizarse
en la forma A = UL con U triangular superior y L triangular inferior. ;Es
tnica tal factorizacion?

4.14. Se considera una matriz simétrica A cuyos menores principales son todos
no nulos. Demostrar que, en la factorizacion LU de A, cada columna de L es
miltiplo de la correspondiente fila de U. Explicar cémo facilita esto el cdlculo de
la factorizacién LU de una matriz simétrica.

4.15. Sea A € M, una matriz que admite factorizaciéon LU y & el menor prin-
cipal de orden k de la matriz A, k=1,2,...,n.
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a) Si A es inversible demostrar que
0 #0 (4.38)
para k=1,2,...,n.
b) Si A no es inversible y existe un indice ko de forma que dy, = 0, probar que
0, =0
para k = ko, ko +1,...,n.
4.16. Sea A = (a;;)};—; € M, una matriz de diagonal estrictamente dominante.
a) Demostrar que A admite factorizaciéon LU.
b) Si ademds A es simétrica y verifica que
ai; >0
para i =1,2,...,n, probar que A admite factorizaciéon de Cholesky.

4.17. Sea A € M, una matriz simétrica definida positiva.

a) Probar que la matriz A puede factorizarse en la forma A = CDC™ donde
C = (cij)} =1 es triangular inferior con

ci = 1,
parai=1,2,...,n,y D es diagonal. ; Es unica tal factorizacion?
b) Obtener las matrices C'y D y demostrar que
dii = (bi;)?
parai=1,2,...,n, siendo A = BBT una factorizacién de Cholesky de A.

¢) Deducir un método directo de resolucién del sistema Au = b, con A simétrica
definida positiva, basado en los apartados a) y b).

4.18. Se dice que una matriz A € M, es reducible si existen dos conjuntos no
vacios Sy T tales que SUT = {1,2,...,n}, SNT =0y a;; =0 cuando i € S y
j € T. En caso contrario, se dice que la matriz A es irreducible.

a) Probar que si A es reducible existe una matriz de permutaciones P tal que

All A12 >

T _
PAP_< 0 | Ay

siendo Ay € My, Ags € My, con s = card(S) y t = card(T).
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b) Demostrar que el sistema Az = b con A reducible y regular puede descom-
ponerse en N sistemas, 2 < N < n, de la forma

N
Z Ajkxk = bj
k=j
N

con Aji € Mpy,m,,, xp € R™* y b € R™, siendo Z mj; =nYy Ajj irreduci-
j=1
bles y regulares.

¢) Basandose en b), proponer un método de resolucién de sistemas con matrices
reducibles y no singulares.

4.19. Probar que una matriz tridiagonal es irreducible si y sélo si sus elementos
no diagonales son no nulos.

4.20. Consideremos una matriz simétrica definida positiva escrita en la forma

(rte)

Elegir adecuadamente el vector w € V verificando

o ) () (5)

para demostrar que la matriz M = C — BTA™'B es también simétrica definida
positiva.

4.7. Practicas

4.1. Construir un sistema lineal de comportamiento andlogo al del ejemplo 4.1
cuando se trabaja con doble precisiéon. Realizar las operaciones con MATLAB para
comprobar los resultados.

4.2. Escribir funciones que proporcionen la solucién de un sistema triangular in-
ferior con unos en la diagonal, un sistema triangular inferior arbitrario y un sistema
triangular superior, respectivamente, que tengan como argumentos de entrada la
matriz del sistema y el vector segundo miembro.

4.3. Programar el método de eliminacién gaussiana de forma que sirva para
resolver sucesivos sistemas con la misma matriz, implementandolo siguiendo las
indicaciones dadas en la subseccién 4.3.4. Comparar con el comando \ de MATLAB.
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4.4. Escribir un programa que calcule la inversa de una matriz mediante el
método de Gauss—Jordan introducido en el problema 4.1. Comparar con el co-
mando inv de MATLAB.

4.5. Programar el método de la factorizacién LU de forma que se puedan resolver
varios sistemas con la misma matriz. Comparar con el comando 1u de MATLAB.

4.6. Hacer una versién del programa anterior pensada para matrices banda.

4.7. Programar el método de la factorizaciéon de Cholesky de forma que se puedan
resolver varios sistemas con la misma matriz. Comparar con el comando chol de
MATLAB.

4.8. Hacer una versién del programa anterior pensada para matrices banda.

4.9. Escribir una funcién que implemente el método del problema 4.2 para ma-
trices tridiagonales.

4.10. Programar el método de calculo de la inversa de una matriz simétrica
definida positiva estudiado en el problema 4.10.
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5 Resolucion de sistemas lineales:
métodos iterativos

5.1. Introduccidn

En este capitulo abordaremos el estudio de los métodos iterativos para la reso-
lucién de sistemas lineales. Estos métodos proporcionan la solucién de un sistema,
lineal Au = b como limite de una sucesién de vectores; por tanto, en general no
se obtiene la soluciéon de forma exacta sino sélo de una manera aproximada. No
obstante, esto no impide que su uso esté muy extendido debido, especialmente, a
dos limitaciones que presentan los métodos directos:

a) Cuando el tamano de la matriz A del sistema es muy grande (n > 100)
la propagacién del error de redondeo es también grande y los resultados
obtenidos (tedricamente exactos) pueden diferir bastante de los reales.

b) Muchas de las matrices de los sistemas lineales que aparecen en las aplica-
ciones son de gran tamano (n ~ 100000), pero tienen la particularidad de
que la mayoria de sus elementos son nulos. A este tipo de matrices suele
calificdrselas como vacias o huecas; en ellas el nimero de elementos no nulos
es de orden n:

i) Si los elementos no nulos estdn distribuidos alrededor de la diagonal
principal, todavia son de aplicacién los métodos directos (recuérdese
que la factorizacion LU y la de Cholesky preservan la estructura de
matriz banda).

i1) Cuando lo anterior no ocurre se dice que la matriz es dispersay, al apli-
car métodos directos a este tipo de matrices, se produce el fenémeno
conocido como rellenado (fill-in en inglés): al aplicar el proceso de eli-
minacion gaussiana se consiguen anular los elementos de una columna
por debajo de la diagonal principal, pero se convierten en elementos no
nulos algunos que previamente lo eran. Esto hace que la matriz, que en
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principio era “vacia”, vaya “llenandose”, con lo que en cada paso crece
el numero de elementos que hay que anular. En el ejemplo siguiente
se muestra como se va produciendo este fenémeno en las tres primeras
etapas de eliminacién para una matriz dispersa

X X X X X X X X X X X X
X X X O (] O X O X ]
X X
X o o o m] m]
X - X
X X m] a m] m] X
X X X X
X [m] [m} m] m] m]
X X X X X X X X X X X X
(] ] [m] X [m] X [m] [m] O O X O X ]
D S R R [ S S O R O o]
m} a <o a <o a m} <& m} <& m]
- X - AA A AN
m] [m} <o [m} fod X O <& m] <& X
S0 00 x O S 0 0O X <&
o o ¢ O ¢ 0O m] < m] o O

donde los elementos denotados por O son elementos eventualmente no
nulos que se introducen en la primera etapa de eliminacién, los deno-
tados por < se introducen en la segunda y los denotados por A, en
la tercera. Por tanto, si no se realiza una adaptacién de los métodos
directos al caso particular de matrices dispersas, los resultados no van
a ser, en general, buenos. Existen técnicas sofisticadas que adaptan los
métodos directos a este tipo de matrices, pero su estudio desborda los
objetivos de este curso. Puede encontrarse una descripcién suficiente-
mente detallada en el capitulo 5 de [La—Th].

Los métodos iterativos obvian estos problemas puesto que se basan en la reso-
lucién (reiteradas veces) de sistemas diagonales o triangulares (ya sean por puntos
o por bloques). La premisa fundamental en los métodos iterativos es que el coste
de cada iteracién no sea mayor que el de la multiplicacién de una matriz por un
vector, objetivo que se consigue si se esta resolviendo, en cada paso, un sistema
diagonal o triangular.

5.2. Estudio general

Para ver en qué consisten los métodos iterativos, supongamos que, dado un
sistema lineal Au = b con A € M,, inversible, encontramos una matriz B € M,, y
un vector ¢ € V de forma que la matriz I — B es inversible y la tinica solucién del
sistema lineal © = Bu + ¢ es la solucién de Au = b.
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La forma del sistema u = Bu + ¢ sugiere abordar la resolucién del sistema
lineal Au = b mediante un método iterativo asociado a la matriz B del siguiente
modo: dado un vector inicial u® € V arbitrario se construye la sucesién de vectores
{u*}22, dada por

uF 1 = BuF + ¢ (5.1)

para k € NU{0}, con la esperanza de que converja a la solucién del sistema lineal.
Definicién 5.1. El método iterativo (5.1) es convergente si existe u € V tal que

lim «v*=u
k— 400

para cualquier vector inicial u® € V. Nétese que, en tal caso, este vector u verifica
u=Bu+c o

Si para cada k € NU {0} denotamos el error cometido en cada iteracién por
eF =uf —u (5.2)
se verifica que
eF =uP —u=(BuFl+¢) - (Bu+c) = Bu"t —u) = BeF!

y, por tanto,
e¥ = BeF™l = B2eF2 = ... = BFe. (5.3)

Asi pues, el error en las iteraciones depende, en esencia, de las potencias su-
cesivas de la matriz B. Obsérvese que el resultado siguiente, que da el criterio
fundamental de convergencia de los métodos iterativos, s6lo involucra la matriz B
del método iterativo considerado.

Teorema 5.1. Sea B € M,,. Son equivalentes:
a) El método iterativo asociado a la matriz B es convergente.
b) o(B) < 1.
¢) Eziste una norma matricial ||-|| (que se puede tomar subordinada) tal que

1Bl <1.
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DEMOSTRACION. A partir del teorema 2.6 y de la relacién (5.3), se tienen las
equivalencias:

El método es convergente < lim e¥ =0 para todo €® € V
k— oo

& lim B*¢® =0 paratodo ¢® € V
k——+o0
< o(B)<1
< |IB|l <1 para una norma matricial ||-||. o

Se plantea la cuestién de como elegir entre diversos métodos iterativos conver-
gentes para la resolucién de un mismo sistema lineal Au = b. En esta linea, se
tiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.1. Sea ||-|| una norma vectorial y consideremos u € V tal que
u = Bu+ec.
Para el método iterativo
u eV
uk*tt = Buk + ¢, k € NU {0},
se verifica que

lim sup ||ek||% = o(B)

k=00 \ |le0|=1

donde e* = uF — w.

DEMOSTRACION. A partir de (5.3), si ||-|| es la norma matricial subordinada a la

norma vectorial ||-||, para todo k € NU {0} se verifica que
185l = sup [|B%"|| = sup ||e"]],
e0]j=1 e0]j=1

y el resultado se deduce directamente del teorema 2.7. g
Observacion 5.1. La proposicién 5.1 afirma que

sup ||uk —ul| ~ (o(B)* si k — +oc.

[[u®—ul|=1

Por tanto, en el caso de que el método iterativo sea convergente, la convergencia
a u de la sucesién {u” 12, sera igual de répida que la convergencia a cero de la
.2 ’, o 2 s
sucesién de niimeros reales {(o(B))*},_ v, consecuentemente, tanto més rapida
cuanto menor sea el radio espectral de la matriz B que define dicho método. o
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A la hora de resolver un sistema lineal mediante un método iterativo deberemos,
en primer lugar, asegurar su convergencia (por ejemplo, encontrando alguna norma
parala cual | B|| < 1o viendo que o(B) < 1). A continuacién, y en caso de disponer
de varios a nuestro alcance, elegir aquel cuya matriz asociada tenga una norma o
un radio espectral menor.

5.3. Métodos de Jacobi, Gauss—Seidel y relajacién

En esta seccién vamos a introducir tres de los métodos iterativos mas clasicos
para la resolucién de un sistema lineal Au = b con A inversible. Todos ellos compar-
ten, como idea bésica en su construccion, el descomponer o partir (split en inglés)
la matriz del sistema en suma de dos matrices. Mas concretamente, la estrategia
que se va a utilizar es descomponer la matriz A en la forma

donde M va a ser una matriz inversible ficil de invertir (en el sentido de que sea
facil resolver un sistema asociado a dicha matriz como ocurre, por ejemplo, cuando
M es una matriz diagonal o triangular ya sea por puntos o por bloques). Con esta
descomposicién de A se verifica:

Au=b & (M-N)u=b & Mu=Nu+b < u=Bu+c

donde

B=M"'N|y|c=M" (5.4)

De esta forma, podemos considerar el método iterativo

u? € V arbitrario
(5.5)

ubtt = BuF + ¢, k € NU {0}.
Como N = M — A, entonces B=M "IN =M"1(M - A)=1—- M'A. Asi,
I-B=M"A

es una matriz inversible, por lo que el sistema (I — B)u = ¢ tiene solucién unica.
En la préctica, para calcular 1, se resolver4 el sistema

Mu**t = Nu® +b

en vez de trabajar, directamente, con (5.5). Es por esto por lo que requerimos que
M sea una matriz ficil de invertir.
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Observacion 5.2. Como ya se ha comentado, todos los métodos iterativos que
vamos a estudiar responden a una descomposiciéon M — N de la matriz A. Intui-
tivamente, cuanto mas de A haya en M, tanto més se parecerd cada iteracién al
cdlculo de la solucién exacta (de hecho, en el caso limite M = A la solucién se
obtiene en la primera iteracién). No obstante, esto va en contra de la idea inicial
de que el coste de cada iteracién sea bajo. Un buen método iterativo serda aquel
que mantenga un equilibrio entre estas dos estrategias enfrentadas. g

A continuacién describimos los diversos métodos iterativos que vamos a estu-
diar. Para ello, introducimos la siguiente notacion:

Notacién 5.1. Dada una matriz A = (ai;);;—; € M,, inversible con

ay; #0 (5.6)
para i =1,2,...,n, consideramos la siguiente descomposicién de la matriz
—-F
A= D
—-F

que podemos escribir en la forma

|A=D-E-F|
donde

D = diag (a11,a22; - . -, ann), B = (€)= v F = (fij)ij=1

siendo

—a;; si 1> —a;; si o1<j
€ij = . . y fij = .. .
0 si 1<y 0 si 12> 7.

A esta descomposicién de A la denominaremos descomposicion D — E — F por
puntos de la matriz A.

5.3.1. Método de Jacobi

Consiste en tomar

(M=D|y|[N=E+F|

Asi pues,

Au=b < Du=(E+Flu+b e u=DY E+F)u+D '
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que conduce al método iterativo de Jacobi (por puntos)

u® € V arbitrario
uktt = DY (E + F)u* + D 'b, k e NU {0}
0, equivalentemente,

u? € V arbitrario

5.7
Duf*t = (B + F)u* +b, k € NU{0}. 5.7)

Nétese que la hipétesis (5.6) determina que la matriz M = D es inversible. La
matriz de este método es

T =D YE+F)=I-DA]

que se denomina matriz de Jacobi (por puntos). La iteracién definida en (5.7)
puede escribirse, coordenada a coordenada, como

E+1 _ k k k k
Qi T =bp = @iuy = = Qii—1Ui g — Qi1 Uy~ Qinly,
1—1 n
oS adk — ST gk (5:8)
— U ig Wy ig Wy
j=1 j=it+1
parai=1,2,...,n, donde
E_ (. k k k\T k+1 _ (, k+1  k+1 k41T
u —(ul,uz,...,un) y uf = (Wi T ug et

Como se observa, las n componentes del vector u*+! pueden calcularse de forma
simultdnea a partir de las n componentes del vector u*; de hecho, el método de
Jacobi también se conoce como método de las iteraciones simultdneas. La imple-
mentacion efectiva de este método se estudiara en la seccion 5.5.

5.3.2. Método de Gauss—Seidel

En el célculo de la componente uf+17 parece claro que una estrategia adecuada
para mejorar la convergencia serfa emplear las componentes ya calculadas

k1 k41 k+1
{uy™ ™ us T

en vez de utilizar las “antiguas”

{u’ﬂué, . 7“1‘11}-
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Esta consideracién nos lleva a reemplazar el sistema (5.8) por

k41 _ k+1 k+1 k k
Qi T =bp — iUy = = @1 — QiU —  — Qinly,
i—1 n
g k1 ok
=b; E Qiju; g a;ju;
j=1 j=i+1
para ¢ = 1,2,...,n. Matricialmente, estas ecuaciones se escriben

Duf*t = Buf Tt + Fub +b,

es decir,
(D — E)u**t = Fuf +b.

Tenemos asi definido un nuevo método iterativo tomando

IM=D-E|y |N=F]

De esta forma,
Au=b e (D-Eu=Fu+b s u=(D—-E)'Fu+(D-E)""
que conduce al método iterativo de Gauss—Seidel (por puntos)
u® € V arbitrario
{ uktt = (D — E)"'Fu* + (D — E)~'b, k e NU {0}
o, en forma equivalente,
u® € V arbitrario
{ (D — E)yu"™! = Fu* 4+ b, k € NU{0}.

Nétese que, por (5.6), la matriz M = D— E es inversible. La matriz de este método
es

Li=(D-E)'F=1-(D-E)'A

que se denomina matriz de Gauss—Seidel (por puntos).

Contrariamente a lo que sucedia en el método de Jacobi, las n componentes
del vector u**! deben obtenerse de manera sucesiva a partir de las componentes
ya calculadas de u**! y las restantes del vector u*; por ello, a este método a
veces se le denomina método de las iteraciones sucesivas. Ademas, segin lo dicho
anteriormente, el método de Gauss—Seidel serd, en principio, mas “rapido” pues
la matriz M contiene més elementos de A. Detallaremos algunos aspectos sobre la
implementacion efectiva de este método en la seccién 5.5.
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5.3.3. Método de relajacion

La idea que subyace en los métodos de relajaciéon es tomar como valor siguiente,
en cada paso de un método iterativo, no el que resultaria de aplicar directamente
el método, sino una media ponderada entre éste y el valor anteriormente hallado,

es decir,
Valor anterior N Método — Valor siguiente
u® ukt? wufF T 4+ (1 — w)u®

para un factor de peso w # 0. Asi, por ejemplo, aplicando esta estrategia al método
de Jacobi se obtiene

ubtl = wu’}+1 + (1 —w)u*, w#0

donde u?‘l es el valor obtenido al realizar una iteracién en el método de Jacobi a

partir de v*. En términos de coordenadas, tendriamos:

1—1 n
k+1_ W k k k
U= b; — E a;juj — E aijug | + (1 —w)u; (5.9)
i j=1 j=i+1
parai=1,2,...,n, lo que matricialmente se escribe como

ub Tt = wD™? b+ (E+ F)u®) + (1 — w)uf

1—w (5.10)

=wD™! <D +FE+ F) u* +wD™ 1.
w

Este método, conocido como método de relajacion—Jacobi, no se utiliza apenas
debido a que no constituye una mejora sustancial del método de Jacobi. No obs-
tante, nos servird para deducir un método (conocido simplemente como método de
relajacion) con muy buenas propiedades. Para obtenerlo, razonaremos de forma
andloga a como lo hicimos en la deduccién del método de Gauss—Seidel a partir del
método de Jacobi. A la vista de las ecuaciones dadas en (5.9) es razonable pensar
que los resultados se mejorarfan si usdramos cada coordenada de u**! desde el
primer momento en que se haya calculado. Esto conduciria a las ecuaciones

1—1 n
k+1 W _ k+1 k k
U= b; — E aijui’ — agjug | + (1 —w)u;
v j=1 j=i+1
parai=1,2, ...,n, lo que, en términos matriciales, es

" = wD™ (b+ BuM 4+ Fut) + (1 — w)u.
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Agrupando, se tiene que
(D — wE)u**t = (1 — w)D + wF) u* + wb
0, equivalentemente,
D 1—
( E) ubtl = <wD+F> uf +b.
w w

La matriz A puede ser escrita como A = M — N siendo

M= _ply|n=1"¥pip
w w

Por tanto,

Au=be (D—E)u: <1_wD+F>u+b
w w

D - D -1
@u:(—E) (wD+F>u+<—E) b,
w w w

lo que conduce al método iterativo de relajacidn (por puntos)
u® € V arbitrario
D - D !
ukbtt = <—E> (wD+F)uk+ (—E) b, ke NU{0}
w w w
0, equivalentemente,

u? € V arbitrario

D 1-—
(w—E>uk+1: <wwD+F)uk+b, k e NU{0}.

D
La hipdtesis (5.6) hace que la matriz M = — — E con w # 0 sea inversible. La
w

matriz de este método es

w w

L, = (D - E) - (HUD + F) =(D—wE) " ((1 —w)D + wF)

denominada matriz de relajacion (por puntos). Este método también se denomi-
na en muchas ocasiones método SOR (de sucessive overrelazation, sobrerrelaja-
cidn sucesiva, en inglés). Algunos autores distinguen y denominan sobrerrelajacion
cuando w > 1y subrelajacion si w < 1. Notese que para w = 1 se tiene el método
de Gauss—Seidel, lo que hace coherente la notacién £ para la matriz asociada al
mismo.
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Observacién 5.3. Un estudio detallado del método de relajacién (como puede
verse en [Ci] o [La—Th]) consistirfa en hallar un intervalo I C R tal que

0l y olLy)<l,wel
y en determinar el pardmetro dptimo wy € I dado por

0(Lw,) = inf o(Lo).

En particular, cuando la matriz A es hermitica definida positiva y tridiagonal, el
parametro 6ptimo wyg es

2 2
wo_l‘i’\/l*@(ﬁl)_l_’_ /1_(Q(.,7))2 .

Veamos a continuacién algunos ejemplos que ponen de manifiesto que, en ge-
neral, la conveniencia de utilizar un método u otro esta ligada al problema, lo que
no permite asegurar que un método iterativo sea siempre mejor que otro.

Ejemplo 5.1. Consideremos la matriz

2 -2 0
A= 2 3 -1
a 0 2

2 0 0 0 0 O 0 2 0
D=0 3 0],E={( -2 0 0 vy F=10 0 1
0 0 2 —a 0 0 0 0 O
A partir de la definicién,
1
1 6 o 01 0
2 1 0 2 0 2 1
J=DYE+F)=|0 - of[-=201]=|"3 03
311 \=a 0 o0 “ 0
"0 3 2
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y
-1
2 0 0 0 20
Li=D-E)y'F=(2 3 0 0 0 1
a 0 2 000
1
500 0 1 0
0 2 0 2 1
1 1 0o -2 =
= —= = 0 00 1]= 3 3
3.3 00 0 o
_gol 0750
4 2

En la tabla 5.1 se dan los radios espectrales de las matrices de los métodos de
Jacobi y Gauss—Seidel para algunos valores concretos del parametro .

TABLA 5.1:
Radios espectrales de las matrices J y L1
[ o] o(J) l o(£L1) l

—1 || 0.84865653915700 | 0.86037961002806
=3 || 0.97263258335935 | 1.11506929330390
—5 || 1.08264845639125 | 1.30515864914088

De esta forma, a partir de los resultados del teorema 5.1 se concluye que para
a = —1 ambos métodos son convergentes, para o = —3 el método de Jacobi
converge y el de Gauss—Seidel diverge, mientras que para o« = —5 los dos métodos
son divergentes. g

Ejemplo 5.2. Consideremos la matriz
2 =2 0
A= 2 3 «
1 0 2
donde a € R. Podemos escribir, A = D — E — F siendo
2 0 0 0 0 O 0 2
D=0 3 0)],E=|-2 0 0| y F=|0 0 —«
0 0 2 -1 0 0 0 0
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Asi,
1
10 o 01 0
2 02 0 2, «
J=DYE+F)=|0 - 0|[-20 —a]=]|"3 3
0?)1 Lol Ly o
2 2
y
-1
2 0 0 02 0
Li=(D-E)Y'F=[2 3 0 00 —a
10 2 00 0
1
5 00 0 1 0
L1 02 0 , 2 o
=]l - = 0 0 0 —a]|= 3 3
?31 00 0 N T
103 2

En la tabla 5.2 se muestran los radios espectrales de las matrices de los métodos
de Jacobi y Gauss—Seidel para algunos valores del parametro «.

TABLA 5.2:
Radios espectrales de las matrices J y L1
N S N N N

—1 || 0.84865653915700 | 0.40824829046386
—4 || 1.03018084965341 | 0.81649658092773
—7 || 1.17502381317383 | 1.08012344973464

Las conclusiones que se obtienen ahora, a partir del teorema 5.1, es que para
a = —1 ambos métodos son convergentes, para @ = —4 el método de Jacobi
diverge y el de Gauss—Seidel converge mientras que para o = —7 los dos métodos
son divergentes. o

5.3.4. Métodos por bloques

Hasta ahora sélo hemos considerado la descomposicion D — E — F' por puntos
de Ay, a partir de ella, hemos definido los diversos métodos iterativos. Un proceso
analogo puede seguirse para obtener métodos iterativos por bloques: supongamos
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la matriz A del sistema lineal descompuesta por bloques en la forma

A=D—-FE—-F
donde
A1y
Az
D= Asz3 ’
App
— Ay
E—= —Az1 | —As
_Apl _Ap2 _Anp—l
y
—Ap | Az | - —Ayp
— Ao —Aap
F = .
_Ap—l,p

Si la matriz D es inversible (o, equivalentemente, si las matrices diagonales A;;
son inversibles para todo i = 1,2,...,p) se definen los métodos iterativos y las
matrices de Jacobi, Gauss—Seidel y de relajacién por bloques (asociadas a la des-
composicién por bloques A = D — E — F') de modo analogo, donde las letras D, E
y F representan, ahora, las “nuevas” matrices que aparecen en las descomposicion
por bloques considerada.

Asi, por ejemplo, una iteracién del método de Jacobi por bloques toma la forma

k+1l _ k k k k
Ajiug T =by — Apuy — - = Ajiaug g — Ay — o — Aipuy,
i—1 p
— b ok ok
=b; — g Ajjug g Ajjug
j=1 j=itl
para i = 1,2,...,p (nétese que, ahora, uf, uf“ y b; son vectores) donde habra
que resolver los p sistemas asociados a los bloques A;;, i =1,2,...,p.

Segin hemos visto en la observacién 5.2, los métodos por bloques parece que
seran mejores (es decir, més rdpidos) que los métodos por puntos correspondientes,
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yva que la matriz M tiene més elementos de A; pero hay que tener en cuenta también
que para hallar las n;—tuplas de coordenadas de u*t! en cada iteracién deben
resolverse p sistemas lineales cuyas matrices son las submatrices A;;,7=1,2,...,p.
Cada uno de estos p sistemas se resolverd mediante un método directo; como la
matriz A;; permanece de una iteracion a otra y solo cambia el segundo miembro,
tendremos que resolver para cada i € {1,2,...,p} varios sistemas (uno para cada
iteracién) con la misma matriz. De ah{ el énfasis que hemos puesto en el capitulo
anterior en implementar los métodos directos de forma que se factorice de una vez
para siempre la matriz del sistema y, para cada segundo miembro, baste resolver
dos sistemas triangulares.

Nuevamente, habra que atender al compromiso entre las dos estrategias con-
trapuestas, de forma que se utilizard un método por bloques, preferentemente al
método por puntos correspondiente, sélo cuando el aumento en la duracién de una
iteracién (debido a la resolucién de los p sistemas lineales) esté suficientemente
compensado por la aceleracion de la convergencia.

Veamos un ejemplo en el que se muestra que los métodos iterativos por bloques
son, en general, mejores que los métodos iterativos por puntos (aunque no siempre
es asi, como puede verse en el problema 5.2).

Ejemplo 5.3. En el ejemplo 5.1 se mostrd que para el valor & = —5 los métodos
de Jacobi y Gauss—Seidel asociados a la matriz

2 =2 0
A= 2 3 -1
) 0 2

eran ambos divergentes. Veamos qué ocurre cuando se hacen las siguientes des-
composiciones en bloques de la matriz A:

e Cuando ny; =1y ng = 2 escribimos la matriz A como

2/ -2 0
A= 2 3 -1
-5 0 2
En este caso,
2 0 0 0 0 O 0 2 0
D=0 3 -1|,E=]1-2 0 0 yF=10 0 0
0 0 2 5 0 0 0 0 O
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Asi, las matrices de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel vienen dadas por

-1

2 0 0 0 2 0
J=D Y E+F)=(0 3 -1 -2 0 0
00 2 5 0 0
1 0 o 01 0
2 02 0 L
SRS IR
1 5
- - 00
0 0 5 9
y
2 0 0\ /0 20
Li=D-E)y'F=|( 2 3 -1 00 0
-5 0 2 0 0 0
1
3 0 O 0 1 0
0 2 0 1
I O Y O B
§ 0 1 0 5 0
1 2 2
Los polinomios caracteristicos de J y £ son (compruébese como ejercicio)
A 9 A2
Pr()\) = 6(1—6A) y Pe,(\) = F(1—6,\).

Por tanto,

sp(J) = {071\/2} y sp(L1) = {O,é}

y se verifica que

]. 1 —_
o(J) = \/;: 0408248 y o(L1) = £ =016,

por lo que, aplicando el teorema 5.1, se concluye que los métodos de Jacobi
y Gauss—Seidel son convergentes.

e Sing =2y ny =1 la matriz A toma la forma

2 —2] 0
A= 2 3|-1 |,
5 0] 2
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es decir, en este caso,
2 -2 0 0 00 0 0 0
D=2 3 0|,E=(10 0 0] yF=10 01
0 0 2 500 0 0 0
Ahora las matrices de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel toman la forma

—1

2 -2 0 00 0
J=DYE+F)=(2 3 0 00 1
0 0 2 5 0 0
1
370 001
10 5 5
L1 00 0 |
551 5 0 0 . 5
0o 0 = 20 0
2 2
y
-1
2 -2 0 00 0
Li=(D—-E)'F= 2 30 0 0 1
-5 0 2 00 0
1
370 00l
10 5 5
L1 00 0 |
=] - Z 0 00 1]=]0 o0 =
5 5 00 0 5
3011 0 o L
4 2 2 2

Sus respectivos polinomios caracteristicos son (compruébese)

/\ 2 /\2
Pr(d) =5 (1-2X%) y Pr,(N) = 5 (1=2%).
Como
1 1
sp(J) = {O,i\/;} y sp(£L1) = {o, 2}7
entonces
1 1
o(J) = \/g ~ 0.707107 y o(£1) = 5 = 0.5,

por lo que, aplicando nuevamente el teorema 5.1, se concluye que ambos
métodos vuelven a ser convergentes. g
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5.4. Resultados de convergencia

El estudio de la convergencia de los métodos iterativos puede ser demasiado
prolijo puesto que no existen teoremas que aseguren la convergencia para una
clase general de matrices. No obstante, pueden darse resultados parciales para
determinados tipos de matrices; aqui presentamos un resultado de caracter general
y sendas condiciones de convergencia para el método de relajacién y el de Jacobi
recogiendo otros resultados en la seccion de problemas.

Teorema 5.2. Sea A € M,, una matriz hermitica definida positiva escrita como
A= M—N siendo M € M,, una matriz inversible. Si la matriz hermitica M*+ N
es definida positiva entonces

o(M™'N) < 1.

Consecuentemente, en la situacion anterior, el método iterativo definido por la
matriz B = M"'N es convergente.

DEMOSTRACION. En primer lugar, por ser A hermitica,

(M*+N)"=M+N*"=(A+N)+ N*
=(A*"+N)+ N =(A+N)*+ N=M*"+ N

por lo que la matriz M* + N es hermitica. Por otra parte, sea A € sp(M~!N) y
v € V\{0} un autovector asociado al autovalor A, es decir,

M~ Nv = . (5.11)
A partir de v consideremos el vector

w=M"'Nuv. (5.12)

En primer lugar, nétese que w # v. En efecto, en caso contrario se obtendria,
a partir de (5.12),

v=M'Nv = Mv=Nv = Av= (M — N)v =0,
lo que contradice que A sea inversible. Por otra parte, teniendo en cuenta que
Mw = Nu,
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se verifica que

(v—w)*"(M*+N)v—w)=(v—w) M (v—w)+ (v—w)*"Nv—w)

= (Mv— Muw)*(v—w)+ (v—w)"(Nv— Nw)
(Mv—Nv)*(v—w) + (v—w)" (Mw— Nw)
=v*(M - N)"(v—w)+ (v—w)" (M — N)w
=v"A"(v—w) + (v—w) Aw
=v"Av — v Aw + v  Aw — w* Aw

= v Av — w* Aw

por ser A = M — N una matriz hermitica. Por tanto,
VA —w Aw = (v —w)*(M* 4+ N)(v —w) >0 (5.13)

yaque w # vy M*+ N es definida positiva. Ahora bien, a partir de (5.11), (5.12)
y (5.13) se obtiene que

0 < v Av —w*Aw = v* Av — (\v)* A(\w)
=v*Av — v* M = (1 — [A?)v* Av.
Como v*Av > 0 por ser A definida positiva y v # 0, entonces
1—|A2 >0,

de donde
Al <1,
obteniéndose asi el resultado. o

A continuacién vamos a dar una condicién suficiente para la convergencia del
método de relajacion:

Teorema 5.3 (Ostrowski—Reich). Si A€ M, es una matriz hermitica defi-
nida positiva y 0 < w < 2, entonces el método de relajacion (por puntos o bloques)
es convergente. En particular, el método de Gauss—Seidel es convergente.

DEMOSTRACION. La descomposicién A = M —N asociada al método de relajacién

) T N s e

w w

Como la matriz A es hermitica se tiene que

D—-E-F=A=A"=D"—-FE"—-F".
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Identificando en la igualdad anterior los elementos diagonales y los que quedan en
la parte triangular inferior y superior de A, se verifica que D* = Dy E* = F. Por
tanto,

miaN=2 _pylvp p 2y (5.14)

w w w

Como la matriz D es definida positiva (véase el problema 2.16), entonces, a par-
tir de la relacién (5.14), la matriz M* + N es definida positiva para valores del
pardmetro 0 < w < 2 ya que

2—w

v*(M* 4+ N)v = v*Dv >0, v € V\{0}

w

al ser )
—w>0<:>0<w<2.
w

Aplicando el teorema 5.2 concluimos el resultado. g

Veamos ahora que la condiciéon 0 < w < 2 es necesaria para la convergencia
del método de relajacion.

Teorema 5.4 (Kahan). Flradio espectral de la matriz de relajacion (por pun-
tos o bloques) siempre verifica

Q(‘Cw) > |1 - w|’ w 7é 0.

Consecuentemente, el método de relajacion (por puntos o bloques) sdlo puede ser
convergente cuando 0 < w < 2.

DEMOSTRACION. Por definicién,

det <1_wD + F)

det (L) = det ((i _ E>_1 (1;wD+F)> - (}) - E)
Como

det (le + F) = det (le> v det <D - E> — det <D)
w w w w

(véase el problema 2.15), entonces

det <1wwD> w det(D)
det(Ly,) = = U =(1—-w)" (5.15)

det (i) L det(p)

wn
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Por otra parte, si

entonces

det(Ly) = [ X (£w) (5.16)

(véase la observacién 2.10). Asi, usando (5.15) y (5.16) se obtiene que

n
H w)| =1 —wl|",

lo que permite concluir que

) > (H I/\i(ﬁw)|> =[1-wl o
i=1

En las aplicaciones aparecen, con mucha frecuencia, matrices A = (a;;)};_;
de diagonal estrictamente dominante (véase la definicién 2.11). Como se vio en
el teorema 2.2, estas matrices son inversibles y, ademads, por la propia definicién,

verifican

ai; # 0
para ¢ = 1,2,...,n. Para este tipo de matrices se tiene el siguiente resultado de
convergencia del método de Jacobi por puntos:

Teorema 5.5. Si A € M,, es una matriz de diagonal estrictamente dominante,
el método iterativo de Jacobi por puntos es convergente.

DEMOSTRACION. La matriz del método de Jacobi J = D™1(E + F) verifica que

Qij ..,
——= sl i#£]

(T)ij = Qii
0 si =7

Por tanto, a partir del teorema 2.3, se tiene que

n
17l = max Z| ol = max 3 1%l oy Z|aw| <1
1<i<n = ‘aii‘ 1<i<n | “‘
J#i 1751

De esta forma, aplicando el teorema 5.1 se concluye el resultado. g
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Veamos a continuacién otra demostracién del teorema 5.5. Su interés radica
en que puede ser adaptada para demostrar otros resultados de convergencia en
contextos més generales, como se verd en los problemas resueltos:

DEMOSTRACION ALTERNATIVA. Supongamos que el método de Jacobi para A
no es convergente; en tal caso, existe un autovalor A € sp(J) con |A| > 1. De esta
forma,

det (D™ (E+ F) — M) =det (J — AI) = P7(A\) =0
y, por tanto,
det(E + F — AD) = det(D) det (D™ (E + F) — M) =0,

por lo que la matriz £ 4+ F' — AD no es inversible y, en concreto, no es de diago-
nal estrictamente dominante (véase el teorema 2.2). Consecuentemente, existe un
indice ig € {1,2,...,n} tal que

7,07

n
[=All@igio| < Z | — aiys] + Z — iy = Y aigl-

Jj=to+1 J=!
J#io

Como A # 0 podemos dividir la expresién anterior por |A| obteniendo

R Z aios] < Z s

7510 75%0

puesto que [A| > 1. Se llega as{ a una contradiccién con el hecho de que la matriz
A sea de diagonal estrictamente dominante.

5.5. Test de parada de las iteraciones

Como ya se ha dicho, cuando un método iterativo es convergente, la solucién del
sistema lineal Au = b se obtiene como limite de la sucesién {u*}22  de iteraciones.
Ante la imposibilidad de calcular todas las iteraciones, se plantea el problema de
determinar k € N para el cual podemos tomar ©* como una “buena” aproximacién
de u. Es decir, si se desea que el error relativo sea inferior a una cantidad prefijada
e > 0, el valor k£ € N debe cumplir

||uk—u|| < e||ull

para alguna norma vectorial ||-||. Por supuesto, al ser el vector u desconocido, no
se puede trabajar directamente con esas cantidades.
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El test mas sencillo que podemos emplear es detener el proceso cuando la
diferencia entre dos iteraciones consecutivas sea, en términos relativos, menor que
la tolerancia admisible €, es decir,

HukH—ukH <5Huk+1‘|. (5.17)

Sin embargo, este test tiene el inconveniente de que puede cumplirse la relacién
(5.17) sin que el vector u**1 esté préximo a wu.

Una condicién de parada de las iteraciones mas adecuada viene dada a partir
del vector residuo
rk =b— Auf = A(u — "), k e NU{0}.

Es razonable pensar que si u* ~ u entonces Au* ~ b y reciprocamente. Por tanto,

pararemos las iteraciones cuando

[I7*]] _ [l Aw® = Au]]
1ol || Aul|

<eg,

es decir, para valores de k € N verificando
[|[r*]| <ellb]] .

Obviamente debe procurarse que la comprobacién de los tests de parada no incre-
mente en exceso el nimero de operaciones necesarias para realizar una iteracion.
Veamos cémo organizando los célculos de forma adecuada esto puede conseguirse
tanto en el método de Jacobi como en el de relajacién:

a) En el método de Jacobi podemos reescribir la iteraciéon como
DuF Tt = b4 (B 4 F)u* = b — Au* + DuF = v* 4+ Du*,

es decir,
D(uFtt — k) = rF.

De esta forma, calculando en primer lugar el vector ¥, resolviendo a conti-
nuacién el sistema Dd* = r* y tomando

S S

obtenemos la informacion necesaria para los tests de parada asi como la
iteracién siguiente u**! sin haber incrementado sustancialmente el niimero
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de operaciones. En el caso particular del método de Jacobi por puntos, para
cada i € {1,2,...,n}, se calculan

n
k_p. ok
ry =b; — E ju;
j=1
k
I

Qg

ubtt = b+ db

b) En el método de relajacién podemos reescribir la iteracién como

D 1—
<—E> uktl = <wD-|—F> uk 4+ b,
w w

es decir,

D D . D
= = Bubtt - Dut o Fub + Sk b= 4 Sk
w w w

siendo
™ =b— ((D - F)u* — Eu*t?)
y, de esta forma,
D(uFtt —uP) = wi*,

Aunque el vector 7¥ no coincide con el vector residuo

rF=b—Auf =b—(D—-E - F)u*
puede demostrarse (véase [La—Th]) que el test de parada
1711 < ol

sigue siendo vélido. En el caso particular del método de relajacién por puntos
se tiene que

K2

Fk = bz — (Auk’i)

i

parai=1,2,...,n, donde
ki _ ( k+1  k+1 k41 k k T
u f(ul | Us ,...,ui_l,ui,uiﬂ,...,un) )
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Es decir, para cada i € {1,2,...,n}, se calculan

i—1 n
~k _ § k+1 2 : k
ry = bz — aijuj — aijuj
j=1 j=i
~k
dk = W Ti

4
(4573

k+1 _ & k
u; =y +d;

Para acabar, simplemente resenar que las normas vectoriales que suelen emplearse
con mayor frecuencia en este tipo de tests son [|-[|5 v ||-|| -

5.6. Problemas

5.6.1. Problemas resueltos

5.1. Estudiar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel por puntos
para las matrices

1 2 -2 ~ 2 -1 1
A=[1 1 1| yA=[ 2 2
2 2 1 -1 -1 2

SOLUCION.

a) Para la matriz A se tiene que

0 -2 2 0 -2 2
J=|-1 0 -1 yci=|0 2 -3],
-2 -2 0 0 0 2

de donde se obtiene que
Pr(A\) ==Xy Pr,(N) = -A2- >

De esta forma, como sp(J) = {0}, entonces o(J) = 0 < 1, por lo que
el método de Jacobi para la matriz A es convergente, mientras que al ser
sp(£1) = {0,2} se tiene que o(L1) = 2 > 1y, consecuentemente, el método
de Gauss—Seidel para A no es convergente (véase el teorema 5.1).

b) En el caso de la matriz A se verifica que

0 05 -0.5 0 0.5 —0.5
J=1-1 0 -1 y Li=[10 —-05 -0.5
0.5 0.5 0 0 0 0.5
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De esta forma,
s 5 1 2

5 ~
Asi, como o(J) = g > 1, el método de Jacobi para la matriz A no es

1
convergente, mientras al ser o(£1) = 3 < 1 el método de Gauss—Seidel para

A es convergente. g

5.2. Estudiar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel cuando
se consideran descomposiciones en bloques de la matriz A del problema 5.1 de
tamanos n; =1, ny =2 y ny = 2, ny = 1, respectivamente.

SOLUCION.

a) Cuando ny =1y ny = 2 se estd considerando la matriz

112 -2
A= 11 1
2|2 1
En este caso,
1 0 0 0 0 O 0 —2 2
D=0 1 1}),E=]-1 0 0 y F=1{0 0 0
0 2 1 -2 0 0 0 0 0
Asi se obtienen las matrices
0 -2 2 0 —2 2
J=1 -1 0 0 vy Li=1]0 2 -2
0 0 0 0 0 0

y, a partir de ellas, sus polinomios caracteristicos
Pr() = A2 =) y Pr,() = A2 - \).
Consecuentemente,

{Sp(J)={0»i\/§} = oJ)=v2>1

(5.18)
sp(£1) = {0,2} = o(L1)=2>1

por lo que, a raiz del teorema 5.1, ninguno de los dos métodos es convergente.
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b) Cuando n; =2y ny =1 se tiene que

1 2| =2
A= 1 1] 1
2 2 1
Ahora
1 20 0 00 0 0
D=|110),E=] 0 0 0] yF=|010 -1],
0 0 1 -2 -2 0 00 O
por lo que
0o 0 —4 0 0 —4
J = 0 0 3| y£Ly=[10 0 3
-2 =2 0 0 0 2

Se comprueba que
Pr(N) =X2-X) y P, (\) = *(2-N),

con lo que se vuelve a obtener (5.18) y, en consecuencia, ambos métodos son
divergentes. p

5.3. Se considera una matriz

A= ((111 a12> € M,
2

a1 Az

verificando
61117'éO y a227£0.

a) Demostrar que los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel para A convergen o
divergen simultaneamente.

b) Encontrar una condicién necesaria y suficiente sobre los elementos de la
matriz A para que ambos converjan.

¢) En el caso de que ambos métodos converjan, jcudl lo hace més rapidamente?
Justificar la respuesta.

SoLUCION. Consideremos la descomposicién D — E — F de la matriz A siendo

_(an 0 . 0 0 o 0 —a12
D<0 a22)7E<—a21 0) yF(O 0 >
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Las matrices de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel son, respectivamente,
1 ai12
J=D Y E+F)= | " 0 —ai2) _ 2 Can
0 L —a21 0 _ 22 0
a22 @22
y
1
a — a
£1:(D—E)_1F: 11 ( a12> _ 11
_axn 1 0 0 o 22021
aiiGzz  G22 a110a22
Por tanto,
det(J — AI) = A2 — 12920 o ot(£) — AI) = —\ (“12“21 - A) .
a11a22 a11a22
Consecuentemente, se tiene que
det(J — M) =0 & A=+, /21292
(11022
y
A1 =0
det(£1 — M) =0 < Ny — a12021
2 (11022

por lo que los radios espectrales de las matrices J y £ vienen dados por

12021 (5 19)

a120a21
110422

y o(£1) =

11022

olJ) =+

a) Como se observa,

o(L1) = (o(T))*

por lo que se verifica que
o(£1) <1 & o(J) <1
De esta forma, ambos métodos convergen o divergen simultdneamente.

b) A la vista de (5.19) la condicién necesaria y suficiente para que ambos
métodos converjan es que se verifique la desigualdad
la12a21] < |a1azz|. (5.20)

© Ediciones Pirdamide



Problemas 209

¢) En el caso de que se satisfaga la condicién (5.20) se tendrd que

o(L1) = (o(T))? < o(T),

por lo que el método de Gauss—Seidel convergera mas rapidamente que el
método de Jacobi. g

5.4. Se considera una matriz A € M,, descompuesta en bloques de la forma

_ (AL ] A
EZNES -

donde las matrices A; y A4 son inversibles.
a) Demostrar que

det(A) = det(A;) det (Ag — AzA7 ' A) .
b) Utilizar el apartado a) para probar que para todo A € C\{0} se verifica que

AZA A A2A, | \A
1 2 det 1 2

det _ .
24, [ 224, Ay | A2A,

¢) Se considera la descomposicién D — E — F por bloques de la matriz A aso-
ciada a la descomposicién (5.21) y los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel por
bloques correspondientes. Probar que para todo A € C\{0} se verifica que

A det(—D)P7(X\) = det(E — D)Pg, (A\?)

donde Py y Pr, son, respectivamente, los polinomios caracteristicos de las
matrices de los métodos de Jacobi y Gauss—Seidel.

d) Encontrar la relacién existente entre o(J) y o(L1). Deducir que ambos
métodos convergen o divergen simultdneamente.

e) Sila matriz A es, ademds, hermitica y definida positiva, demostrar que los
métodos de Jacobi y Gauss—Seidel asociados a esta descomposicién por blo-
ques son convergentes. ;Cudl lo hace méas rapidamente?

SOLUCION.

a) Vamos a utilizar el método de eliminacién gaussiana por bloques para anular
el bloque ocupado por Asz. Para ello, consideramos la matriz

b (B L0)

"\ At n)
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de forma que la matriz

(4] A )

Lo [ A A34714,)

EiA=

es triangular superior por bloques. As{ pues, como det(E;) = 1, se tiene que
det(A) = det(ElA) = det(Al) det (A4 — A3A1_1A2) .
b) Sea A € C™"\{0}. Aplicando dos veces el apartado a) se tiene que
NA | As 2 2 2 2 -1
det (a0 Tz, ) = det (*44) det (X240 = A245 (241) 7" 43)
= det (A1) det (A2A4 — (Mg) (A2A1) ™" (M)

AN2A; | My

= det .
Ms | \2A4

¢) Sea A € C™"\{0}. Por una parte se tiene que
A det(—D)P7(X\) = A\ det(—D) det(D™*(E + F) — \I)

n \n Ay | A
= A'det(AD — E — F) = A" det 4, Ay
A2A; | My
= det
A3z | A\2A,

y, por otra,

det(E — D)P;, (\?) = det(E — D)det((D — E)"'F — \?I)

24| A
= det(\2(D — E) — F) = det el
N2A; | 24,

por lo que el apartado b) concluye el resultado.

d) Vamos a demostrar que se verifica que

o(£1) = (o())*. (5.22)
Para ello, probaremos que para todo A € C\{0}

Aesp(J) & A\ esp(Ly).

En efecto:
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Si A € sp(J) entonces P7(A) = 0y, por el apartado ¢), se tiene que
Pz, (A%) = 0; es decir, A% € sp(Ly).
= Si A% € sp(L£;) entonces Pr, (A\2) = 0 y, nuevamente por el apartado c),
1
P7(X\) =05 esto es, A € sp(J).

Para acabar, basta tener en cuenta, gracias a la equivalencia que hemos de-
mostrado, que no puede ocurrir que una de las dos matrices tenga A = 0
como unico autovalor y la otra no. Por tanto, se verifica (5.22) y, consecuen-
temente,

o(J) <1 & o(Ly) <1,

por lo que ambos métodos convergen o divergen simultaneamente.

e) Como se demostré en el teorema 5.3, el método de Gauss—Seidel por bloques
es convergente. Aplicando el apartado d) se concluye que el método de Jacobi
por bloques es también convergente. Ademads, como

o(J) <1y olLy) = (o(T))?

se deduce que
o(Ly) <o(J) <1,

por lo que el método de Gauss—Seidel converge més rapidamente que el de
Jacobi. g

5.5. A partir de un vector u° € V dado, se considera el método iterativo
uf Tt = BuF 4 c.
Estudiar el comportamiento de la sucesién {u*}2° ; cuando o(B) = 0.

SoLuciON. Como g(B) = 0 entonces sp(B) = {0}, es decir, A = 0 es el tunico
autovalor de B con multiplicidad n. Por el teorema 2.1 sabemos que existe U € M.,
unitaria tal que 7' = U*BU es una matriz triangular superior con ceros en la
diagonal. De esta forma, B = UTU* y, por tanto,

BF =UTFU*, k e N.

Ahora bien, como

0 0 x X e X X 0 0 O X e X X
0 0 x . X 0O 0 0 . x
T2: T3:
0o 0 x x |’ 0o 0 0 x |’
0 0 x 0 0 0
0 0 0 0
0 0
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y, asi sucesivamente, se tiene que
TF =0 si k > n.

Consecuentemente,
B* =UTFU* =0 si k> n.

Asi pues, a partir del vector

e? =u* —u, k e NU{0},
donde u € V es la solucién del sistema lineal © = Bu + ¢, se verifica que

e’ = BFed =0 si k>n
(véase (5.3)) o, lo que es lo mismo,

W =usi k>n.

Es decir, el método iterativo asociado a B converge, a lo sumo, en n pasos. g

5.6. Sea A € M, una matriz triangular superior por bloques. Estudiar la con-
vergencia de los métodos de Jacobi, Gauss—Seidel y relajacién asociados a la des-
composicién por bloques de A. Idem si A es triangular inferior.

SOLUCION.
a) Sila matriz A es triangular superior por bloques entonces E = 0, por lo que
J=L,=D'F

es la matriz de los métodos de Jacobi y de Gauss—Seidel y

-1
£w<D> <1_wD+F>wD1(1_wD+F>
w w w
=(1—-w)l+wD 'F

es la matriz del método de relajacién de pardmetro w. Como J = L1 es una
matriz triangular superior con elementos nulos en la diagonal, entonces

sp(J) = sp(£1) = {0},

por lo que, aplicando el problema 5.5, se tiene que los métodos de Jacobi y
Gauss—Seidel convergen, a lo sumo, en n pasos. Por otra parte, como L,, es
una matriz triangular superior que tiene a 1 —w por elementos en la diagonal,
se verifica que

o(Lw) =1 —wl.
Por tanto, el método de relajacién de parametro w es convergente si y sélo
sil<w<2.
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b) Si A es una matriz triangular inferior por bloques entonces F' = 0, por lo
que
J=D"'E

es la matriz del método de Jacobi,
L1=0

es la matriz del método de Gauss—Seidel y

o= (8-1) 50 oo (25)
= (1 —w) (I-wD'E)"

es la matriz del método de relajacion de parametro w. Como J es una matriz
triangular inferior con elementos nulos en la diagonal, entonces

sp(J) = {0},

por lo que, aplicando nuevamente el problema 5.5, se tiene que el método de
Jacobi converge, a lo sumo, en n pasos. Por otro lado, como £; = 0 entonces
el método de Gauss—Seidel es directo, en el sentido de que la solucién

u=(D—-E)"'b

se obtiene en la primera iteracién. Finalmente, como £,, es nuevamente una
matriz triangular inferior con elementos 1 — w en la diagonal, se verifica que

o(Ly) =11 —w|.
Por tanto, el método de relajacion es convergente siy sélosi 0 < w < 2. g

5.7. Demostrar que si A = (a;;);';—; € M, verifica

n
lagil > lai] (5.23)
i=1
i#]
para j =1,...,n, entonces el método de Jacobi por puntos para A es convergente.

SOLUCION. Como la matriz A verifica (5.23) entonces la matriz AT es de diagonal
estrictamente dominante y, por tanto, por el teorema 5.5, el método de Jacobi para
AT es convergente, es decir,

0(Jar) < 1. (5.24)
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Por otra parte, si A= D — E — F y denotamos por AT = D — E — F la descom-
posicién D — E — F de la matriz AT, se tiene que
D=D E=FT y F=ET".
De esta forma, se verifica que

T =D (E+F) =D (F*+E") =D ' (BE+F)" = (BE+F) D)’

y, por tanto,
Jir = (E+F)D™!,

de donde
D'IND=DYE+F)=J.

Es decir, J y ng (y, consecuentemente, J,t) son matrices semejantes, por lo que
tienen el mismo espectro (véase la observacién 2.9). En particular,

o(J) =o(Jar) <1
(véase (5.24)). Por tanto, el método de Jacobi para A es convergente. o

5.8. Sea A e M,.

a) Probar quesi0 <w <1y X é&Ccon |\ > 1 entonces

1—w-—A\
Aw

‘zl
b) Demostrar que si A es una matriz de diagonal estrictamente dominante, el
método de relajacién por puntos para A es convergente si 0 < w < 1.

SOLUCION.

a) Aplicando la desigualdad
lv =yl = [le] =yl |, z,y € C
(véase (2.10)) axz=1—w >0ey =\ € C se obtiene que
(1T =w) = A= [[1 —w| = Al = [ (1 —w) = |Al]. (5.25)
Como |\| > 1 entonces

0<1—w< [A(L—w) = [\ —w]
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y, por tanto,
L—w—|A < —w|Al <0

consecuentemente,
[T —w—[Al] = wlAl

De esta forma, regresando a la expresién (5.25) se obtiene que
[(1—w) = Al = w[Al,
de donde se deduce la desigualdad buscada.

b) Si el método de relajacién con pardmetro w € (0,1] para A no converge
existe un autovalor A € sp (£,,) con |A| > 1. De esta forma,

det ((Z - E) - (“UD + F) - /\I> — det (Lo — M) = Pr(A) = 0

w

y, por tanto,
-1
det (D - E) det ((D - E) (HUD + F) - )J)
w w w
det ((HUDJrF) Y <D E>)
w
1—w— A

0

w
—w
= det <D+F+)\E> ,
w
por lo que la matriz
1—w—A
—— D+ F+)\E
w
no es inversible y, en consecuencia, no es de diagonal estrictamente domi-
nante. Por tanto, existe un indice ig € {1,2,...,n} tal que
1—w—\ [ "
0 il < Yl + Y ol
j=1 j=io+1

Como A # 0 entonces

l—w—A\ io=1 L& n
e IED ST ) DTS S O
i=1 j=io+1 =1

Jj#io
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ya que |A| > 1. De esta forma, por el apartado a) se obtiene que

n
|@igio] < laigl,
j=1
J#io
lo que contradice el hecho de que la matriz A es de diagonal estrictamente
dominante. g

1—w-—A\
WA

|aioio‘ < '

5.9. Sea A € M,, una matriz de diagonal estrictamente dominante. Demostrar
que el método de relajacién por bloques para A es convergente si 0 < w < 1.

SoLUCION. Consideramos la descomposicién D — E — F por bloques de A € M,,
donde los bloques diagonales A;; € My,,, ¢ =1,2,...,pconni+na+---+n, =n.
Argumentamos por reduccién al absurdo: si el método de relajacion por bloques
con pardmetro w € (0, 1] para A no converge existe un autovalor A € sp (£,,) con
[A| > 1. De esta forma,

det ((3 - E> - (1;“’[) + F) - )J) =det (Lo, — AI) = Pz, (A) =0

- (D) ((2-2)" (1520 o) o)
(1550 r) 2 (2-5))

1—w—
— det (Z})/\D—FF—F)\E),

por lo que la matriz
1w —
Low= Ay piaE

no es inversible y, por tanto, no es de diagonal estrictamente dominante. Entonces,
existe un indice ig € {1,2,...,n} con

ni+ng+ -+ ng <ig <nyp+ng A+ + N
para algin k € {0,1,...,p — 1}, para el que se verifica

nitng+-+ne41

Z |aioj‘

Jj=ni+nz+--+np+1
J#io

ni+na+-+ng

anl <AL la +]
j=1

1—w—A

1—w-—A\
w w

n

+ Z ‘aioj"

j=nitna+-tngp1+1
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Dividiendo la expresion anterior por se obtiene

nit+na+-+ng ni+nz+-+ngy1

> |aio;| + > ||

Jj=1 j=nitng-+ng+1
Jj#io

WA

[ai0io] < ‘1—11)—)\

n
E |ai0j|

j=nitnz+-+npi1+1

ni+nas+--+ng nit+nat-+ngyp

< > |aios] + > |@io |

J=1 j=nitnat-4ng+1
J#io

w

+‘1—w—)\

n

n
+ > laioil = D laios|
Jj=1

j=nitnzt-+nep1+1 j=1
J#to

ya que, al ser |\| > 1, se verifica
w WA
< <1
l—w—-A " |[1-w—=A|"

(véase el apartado a) del problema 5.8). Por tanto, hemos llegado asi a una con-
tradiccién con el hecho de que la matriz A sea de diagonal estrictamente domi-
nante. g

5.10. Sea A € M,, una matriz hermitica e inversible descompuesta en la forma
A= M — N con M inversible.

a) Se considera la sucesién
o™t = M~INv"

con v € V\{0} arbitrario. Probar que si la matriz M* + N es definida
positiva entonces la sucesién {(v”)* Av”}zozo es mondtona no creciente.

b) Demostrar que si M* + N es definida positiva y o(M~1N) < 1 entonces A
es definida positiva.

SOLUCION.

a) Debe probarse que
(,Un-‘rl)*Avn-‘,-l < (Un)* A'Un
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para n € NU {0}. Basta aplicar la igualdad (5.13) a los vectores v = v" y
w = v" "1 pues entonces

(,Un)* Au™ — (vn+1)* ATl = (,Un - ,UnJrl)*(M* + N)(Un . UnJrl) >0
por ser M* 4+ N definida positiva.

Argumentamos por contradiccién. Si A no es definida positiva existe un vec-
tor v € V\{0} tal que
*
(UO) A <.

A partir del vector v° # 0 se considera la sucesién {v"}°°, como en el
apartado a). Nétese que v! # v° : en efecto, en caso contrario se obtendria
la contradiccién

0 =MIN = M =N = A’ =M -Nw'=0 = 12=0

por ser A inversible. Razonando como en el apartado anterior se llega, en

este caso, a que
(’ul)* Av! < (’uo)* AP,

Asi, utilizando nuevamente a), se verifica

(v™)" Av™ < (v"_l)* A< < (vl)* Avt < (’UO)* A0 <0
para todo n € N, por lo que
: ny* n
nllgloo (V™))" Av™ £ 0. (5.26)
Ahora bien, como para cada n € N
V= MTIN = (MOIN) 2 = = (MIN)

y o(M~'N) < 1, entonces

lim "= lim (M_IN)nvo =0
n——+4oo n——+4oo
(véase el teorema 2.6). Asi pues, la continuidad de la funcién v — v* Av hace
que se tenga
lim (v™)" Av™ = 0*A0 = 0,

n—-+oo

hecho que contradice (5.26). o

Se considera el sistema lineal Az = d donde A es una matriz tridiagonal

de la forma (4.20).
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Demostrar que si
|bi] > |ail (5.27)

parai=1,2,...,n (con a; = 0) entonces

|cil
< LN
olfr) < ymax, {|bi — fas]

Deducir la convergencia del método de Gauss—Seidel por puntos cuando A
es una matriz de diagonal estrictamente dominante.

SOLUCION.

a)

Sea A € sp(£1) un autovalor arbitrario de £;. Por definicién se verifica que
det((D— E)"'F = XI) =det(L; — M) =0
y, por tanto,
det(F — X\(D — E)) =0.

Esto hace que la matriz F'— A\(D — E) no sea inversible ni, por tanto, de dia-
gonal estrictamente dominante. Asi pues, existe un indice ig € {1,2,...,n}
tal que

[Allbio | < leio| + [Allas |

con lo que
(Ibio| = laio DAL < lei]-

Gracias a la hipdtesis (5.27) podemos dividir la expresién anterior sin invertir
la desigualdad, obteniendo

|cio | { |ci }
NN < —22 < max _— %,
A< BT o] < 2 Tl — Jan

Si la matriz A es de diagonal estrictamente dominante se verifica que
|bi| > |ai| + [ei] = |asl
parai=1,2,...,n, por lo que se cumple la condicién (5.27) y, ademas,
lcil
<1
0] — |as
para i = 1,2,...,n. De esta forma, aplicando el apartado a), se obtiene que

o(£1) < max {Cl|} <1,

1<i<n

por lo que el método de Gauss—Seidel por puntos asociado a la matriz A es
convergente. p
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5.12. Teorema de los circulos de Gershgorin. Sea A € M,,. Demostrar que

n
U .(a;;) siendo r; = Z |a;j]

J#t

donde Em (ai;) denota la bola cerrada de centro a;; y radio r;, esto es,

Eri(aii) = {Z cC: |z—a”| < ’I’i}.

Es decir, los autovalores de la matriz A se encuentran en la unién de las bolas
cerradas de centro los elementos diagonales a;; de A y radios respectivos la suma
de los médulos de los elementos de la fila i—ésima excluyendo el elemento diagonal.

Aplicar el teorema anterior para obtener una acotacién de los autovalores de la

matriz
141 0 2

A= 1 5-i 3|. (5.28)
0 1 4

SOLUCION. Si A € sp(A) la matriz A — Al no es inversible ni, por tanto, de
diagonal estrictamente dominante, luego existe un indice ig € {1,2,...,n} tal que

n
N = @igio]l <D Naigi| = 74,
j=1
Jj#io
De esta forma,
n
0 a"LQ’LO U B a”

Aplicando el teorema de Gershgorin a la matriz A dada en (5.28) obtenemos la
siguiente acotaciéon:

AeB,,

sp(A) C Ba(1+1i) U By(5—1i) U By(—4)
(véase la figura 5.1). De hecho, los autovalores de la matriz A son
A1 >~ 5.3561 — 0.94574, Ay ~ 0.9241 + 0.9825¢ y A3 ~ —4.2802 — 0.0368i. g

5.13. Sea A = (a;;)};—; € My una matriz de diagonal estrictamente dominante
con elementos diagonales
a;; >0

parat=1,...,n.
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Eje imaginario

-4 -2 0 2 4 6 8
Eje real
Figura 5.1: Acotacién de Gershgorin para los autovalores de A.

a) Probar que si
sp(A) CR

entonces los autovalores de A son estrictamente positivos.

b) Demostrar que si, ademds, A es hermitica, el método de relajacién por blo-
ques para A es convergente si y sélo si 0 < w < 2.

SOLUCION.

a) Sea A € sp(A) C R. Supongamos que A < 0 y derivemos una contradiccién.
Por el problema 5.12, existe o € {1,2,...,n} tal que

n
A= aigio] < D laigg - (5.29)
j=1
J#io0
Ahora bien, como A < 0y aj,i, > 0 entonces

|/\ - aioio‘ = Qigip — A= Qigig = |aioio| )
por lo que reemplazando esta desigualdad en (5.29) se obtiene que
n
|aioio‘ < Z |aioj| )
j=1
J#io

lo que contradice el hecho de que la matriz A sea de diagonal estrictamente
dominante.
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b) Como A es una matriz hermitica entonces
sp(4) CR
(véase la proposicién 2.5) y, por el apartado a), de hecho
sp(4) C R;.

Por tanto, la matriz hermitica A es definida positiva (véase la proposi-
cién 2.7). De esta forma, los teoremas 5.3 y 5.4 concluyen el resultado. g

5.14. Meétodo iterativo para el calculo de la inversa de una matriz. Se consideran las
sucesiones de matrices

Ay =A, 1 (I+E,+E)) y E,=1—-AA, 4
siendo A € M,, inversible y Ay € M,, una matriz arbitraria.
a) Demostrar que B, = (E;)¥" .
b) Probar que si o(E;) < 1 entonces nll)rfoo A, =A"1

*

¢) Mostrar que si se toma Ay = ——— entonces lim A4, = A~
) 4 0 tr(AA*) n—+oo

SOLUCION.
a) Lo probamos por induccién en n:

i) Sin =1 el resultado es obvio, pues By = (E;)%.

1) Supuesto cierto el resultado para n — 1 lo probamos para n. Por defini-
cion,
E,=1-AA, 1=1-AA, »(I+E,_1+E._)).

Puesto que, por definicién, E,_1 = I — AA,,_s, reemplazando el valor
de AA,_o =1— E,_1 en la expresion anterior se obtiene que

Ey,=I+(E,1—1)(I+E.,.1+E2_))
=I+FE, 1+ E?L—l + Eg_l —I—Fp 11— Ei—l = Eg—l'

Aplicando la hipétesis de inducciéon se concluye que
n—2\3 e
Bo= B = ((E)*) = (E)*

como queriamos demostrar.
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b) Como E,1 =1 — AA, y la matriz A es inversible, entonces
A B = A~ A, neEN
por lo que, por el apartado a), para cualquier norma matricial ||-|| se verifica

A7~ Aall = A7 B ] < A4~ 1Bk = [l [0

para n € N. El resultado se concluye haciendo tender n — oo en la desigual-
dad anterior, teniendo en cuenta que

lim H‘(El)?’" =0

n—-+oo

puesto que p(E1) < 1 (véase el teorema 2.6).

¢) A la vista del apartado b) basta demostrar que para la eleccién
A*
Ag= ———
07 tr(AA%)
se verifica que o(F4) < 1. Podemos escribir E; en la forma
Ei=1-AAy=1-B

siendo AL
B=———.
tr(AA*)
Puesto que la matriz A es inversible se verifica que AA* es una matriz
hermitica definida positiva (véase la proposicién 2.8). Por tanto, por la pro-
posicién 2.7,
Sp(AA*) - RJM

es decir,
Mi(AA®) >0
para i =1,2,...,n. En consecuencia,
Ai(AA*) Ai(AA*)
i(B) = = 1
0 < X(B) te(AAY) - <

D Ai(AAY)

i=1
parai=1,2,...,n. De esta forma, la igualdad

det(E; — AI) =det ((1 — \)I — B)

determina

Aesp(E) = (1-A)€esp(B) = 0<1-A<1l=>0<A<],
de donde se deduce que o(E1) <1. g
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5.15. Convergencia de los métodos asociados a matrices no negativas.

a) Sea B € M,, tal que o(B) < 1. Demostrar que I — B es inversible y comprobar
que se verifica

(I-B)™! :i Bk
k=0

(nétese la analogia existente con la suma de los términos de la serie geométrica

oo

1
Zz”z =(1-2)"
= 1-=2

cuando |z| < 1).
b) Una matriz B = (b;;)7';_, es no negativa (y se representa B > 0) si
bi; >0,i,j=1,2,...,n
Si B es una matriz no negativa, demostrar la equivalencia:

I — B esinversiblee (I — B)™' >0 < o(B) < 1.

¢) Se considera la descomposicién D — E — F por puntos de una matriz real A
inversible que verifica
ai; <0sii#jy Al >0.
i) Probar que a;; > 0. Deducir que las matrices de los métodos de Jacobi
y relajacién por puntos asociados a A estéan bien definidas.
1) Demostrar que el método de Jacobi por puntos para A es convergente.
i11) Utilizar el apartado b) para demostrar que:

-1
«) <DE> >0siw>0.
w

B) El método de relajacién por puntos para A es convergente para
valores del parametro 0 < w < 1.

SOLUCION.

a) Como o(B) < 1 entonces A = 1 ¢ sp(B). Por tanto, det(B —I) # 0 y la
matriz I — B es inversible. Por otra parte, para cada m € N

m

(I—B)Zm: B’f:i B -y B!
k=0 k=0

k=0
=({I+B+---+B""'+B™)
:I—Berl.
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Asi pues, haciendo tender m — oo se tiene que

(IfB)i B¥ = lim ((IB)i B’“) = lim (I-B™')=1I
k=0 k=0

m——+oo m——+oo

(véase el teorema 2.6). De la igualdad anterior se deduce el resultado buscado.
b) Mostremos la equivalencia:

Por el apartado a) sabemos que la matriz I — B es inversible, y el hecho
de que B > 0 hace que se tenga

B* >0, k eN,

por lo que, utilizando nuevamente el apartado a), se obtiene que
o0
(I-B)'=> B>0.
k=0

Sea A € sp(B) y v € V\{0} tal que Bv = Av. De esta forma
|Bu| = [Allv]

donde

Como B > 0, entonces
Blv| = [Bu| = [Al[v|
y, por tanto,
(I = B)|v| = [v] = Blo| < |o| = [A[[v] = (1 = [A]) [v].

Alser (I—-B)~! > 0, al multiplicar la desigualdad anterior por (I—B)~!
no se invierte su sentido, obteniéndose

lo] < (1= |A\) (I —B) . (5.30)

Como v es un vector no nulo, existe i € {1,2,...,n} tal que v; # 0. De
esta forma, a partir de (5.30), se tiene que

0 < Jui| < (L= AN ((I=B) " ul)

i
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Como, por hipédtesis,
((I=B) ), 20,

de la desigualdad anterior se deduce que 1 — |A\| > 0 o, lo que es lo
mismo, |A| < 1, como queriamos demostrar.

¢) Consideremos cada uno de los apartados:

i)

i)

Supongamos que existe ¢ € {1,2,...,n} tal que a;; < 0 y derivemos
una contradiccion. En tal caso se tendria, por hipdtesis, que

a4
a2;

Aei = ‘ <0
QApj

donde e; es el i-ésimo vector de la base canénica. Puesto que A~ > 0,
se llegaria asi a la contradiccién

e, = A_lAei < 0.
Por tanto,
ai; >0
para i =1,2,...,n, lo que hace que tengan sentido las matrices de los
métodos de Jacobi y de relajacion, al ser el tinico requisito necesario
que
ai; # 0
parat=1,2,...,n.
Por hipétesis
a; >0,i=1,2,....n = D>0= D '>0
(5.31)
De esta forma J = D7 (E + F) > 0. Por otra parte la matriz
I-J=I-D Y E+F)=DYD-E-F)=D'4
es inversible, por serlo A. Finalmente,

1

I-J)'=(D'A) =A"'D>0.

Asf pues, estamos en condiciones de aplicar el apartado b) a la matriz J
obteniendo que o(J) < 1 o, equivalentemente, que el método de Jacobi
para A es convergente.

© Ediciones Pirdamide



Problemas 227
iit) «) Claramente,

1

<D _ E> . w(D—wE) " =w (I —wD'E)"' D' (5.32)

w
ya que

D —wE = D(I —wD™'E).

Por hipétesis D > 0 y, por tanto, D~! > 0. Por otra parte, la
matriz no negativa

B=wD'E
es triangular inferior con elementos nulos en la diagonal; consecuen-

temente, o(B) = 0 < 1. Aplicando el apartado b) a la matriz B se
obtiene que I — B es inversible y

1

(I-wD™'E)  =(I-B)"'>0.

De esta forma, a partir de (5.32), se deduce que

= -FE) =w({-wD'E) D 1'>0
w

siempre que w > 0.

B) Por (5.31) se verifica que D > 0, E > 0y F > 0. Luego por el
apartado «/) se tiene que

-1
Lo = (D—E> (H”D+F) >0
w

w

si 0 < w < 1. Por otra parte, la matriz

-1
r-tu=1-(2-£) (Lip+r)
w w
-1
:(D_E) (D_E_l—wD_F>
w w w

_ (D—E)l(D—E—F)— (3—E)1A

w
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es inversible por serlo A e

(I-L,) " = ((fj —E>1A>_1 _ Al(i) —E>

D 1
:A‘1<w+A—D+F) :A‘1<A+wwD+F>

:I+A1<1_wD+F> >0

w

donde hemos utilizado que —F = A — D + F. De esta forma, apli-
cando el apartado b) a la matriz £,, se obtiene que o(L,) < 1
0, lo que es lo mismo, que el método de relajacién de parametro
w € (0,1] para A es convergente. o

5.6.2. Problemas propuestos

5.16. Construir matrices para las cuales el método de Jacobi asociado sea con-
vergente y el método de Gauss—Seidel diverja y reciprocamente.

5.17. Si {uF}22, es la sucesién de Vectores de un método iterativo convergente

definido por una matriz B y u = i lim «”, demostrar la acotacién
—+o00

o~

BI* W0
,keN.
||—1 yoy 1l

5.18. Sea A € M,, una matriz de diagonal estrictamente dominante.
a) Demostrar que si A se descompone en la forma A = M — N, siendo
Mii = Qi Y Mijnij =0

parai,j =1,...,n, entonces el método iterativo asociado a tal descomposi-
cién de A estd bien definido y es convergente.

b) Deducir, a partir de a), resultados de convergencia para los métodos de
Jacobi y Gauss—Seidel.

5.19. Sea A una matriz de diagonal estrictamente dominantey A = D—FE—F su
descomposicién D—FE—F por puntos. Se consideran «, 5 € [0,1], M = D—aE—F
yN=M-A.

a) Demostrar que el método asociado a la descomposicion Mu = Nu + b estd
bien definido.
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b) Probar que dicho método es convergente y deducir la convergencia de los
métodos de Gauss—Seidel y Jacobi por puntos para matrices de diagonal
estrictamente dominante.

¢) Demostrar que el método también es convergente si se considera la descom-
posicion D — E — F por bloques de A.

5.20. Demostrar que si A € M,, es una matriz de diagonal estrictamente domi-
nante y 0 < w < 1, el método de relajacién—Jacobi es convergente.

5.21. Sea A € M,, una matriz de diagonal estrictamente dominante. Demostrar
que el método de Jacobi por bloques para A es convergente.

5.22. Se considera la matriz tridiagonal

24+ X\ 1
1 2+ Ao 1
A = .. ..
1 24 M1 1
1 24+ An
donde {A1, A2, ..., A\ CR.

a) Probar que si

A >0

para i =1,2,...,n, el método de Jacobi por puntos para A es convergente.

b) Bajo el supuesto de que

A >0

parat=1,2,...,n:

i) mostrar que
O > 0p—1 > -+ >0

para k =1,2,...,n, donde §; denota el menor principal de orden k de
la matriz A.

i1) utilizar el apartado ¢) para demostrar que el método de relajacién por
puntos para A es convergente.

5.23. Sea ||| una norma matricial subordinada y A € M,, una matriz inversible
escrita en la forma A = M — N con M inversible. Demostrar que si

1
-1
INIElA7H) < 5
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el método asociado a esta descomposicién de A es convergente. Deducir que si A
verifica las condiciones

condo(A) =1
y
> lail > lasl
i>j 1<j
para i = 1,...,n, entonces el método de Gauss—Seidel por puntos para A es con-
vergente.

5.24. Convergencia de los métodos de Jacobi y relajacién para matrices irreducibles
de diagonal fuertemente dominante.

a) Se considera una matriz A = (a;5);';—; € M,, irreducible (véase el proble-
ma 4.18) y n? nimeros no nulos «;;, i,j = 1,...,n. Demostrar que la matriz

(Qijaij)i j=1
es también irreducible.
b) Sea A una matriz de diagonal fuertemente dominante, es decir,
laiil > > lagl, i=1,2,...,n
J#i

|igio| > Z lai,;| para algin .
Jj#io

Demostrar que si A es irreducible entonces A es inversible. Para ello, suponer
que z = (21, 2,...,7,)T € V\{0} es tal que Az = 0; entonces A es reducible
con S={k: |zx| =|lz]|} y T ={1,2,...,n}\S.

¢) Demostrar que si una matriz A es de diagonal fuertemente dominante e
irreducible entonces el método de Jacobi por puntos para A es convergente.

d) Idem para el método de relajaciéon por puntos con 0 < w < 1.

e) Demostrar ¢) y d) para los métodos por bloques.

5.25. Sea A € M,, escrita en la forma A = M — N siendo M € M,, una matriz
inversible y sea B = M ~!N. Dado o € R\{—1} se definen las matrices

My=(1+a)M, Ny=M,— Ay By=M;'N,.
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a) Demostrar que

1
B,=—(B+al).

b) Probar la equivalencia

A
A €esp(B) & ra

B,).
1Jroéesp( )

¢) Suponiendo que los autovalores de B verifican la relacién
A <A <<, <

. . 14+ A
demostrar que el método asociado a B, converge para a > — 5 L

d) ;Qué ocurre si A\, > -+ > A > 17

e) Comprobar que el método asociado a B, es, de hecho, un método de relaja-

ciéon de parametro w = aplicado al método asociado a B, en el sentido

1+«
introducido en la subseccion 5.3.3.

5.26. Sea A una matriz hermitica definida positiva con autovalores
O0< A <A<,

y u la solucién del sistema Au = b. Se consideran la sucesiones

Pt = b 4 oy,
donde (et
I & ()
" =b—Au" y ap = Ry AR
y
Ej = (u* —u)*Au® —u)
para k € N.

a) Demostrar que
Ert1 = B — o [|rill5 -

b) Probar que Ej, = (r*)*A~1r* y deducir que
Eri1 = Ep(1 — arBy)
siendo
(Tk)*’l”k

5kzm-
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A
¢) Probar que Fyy1 < Ej (1 — )\1> . Deducir que

n

lim Ey=0

k— 400
y, por tanto, la sucesién {u*}2° | converge a la solucién del sistema Au = b.

d) ;Cémo se utilizarfa este método para la resolucién de un sistema lineal con
matriz hermitica definida positiva?

5.27. Se considera el sistema lineal Au = b donde A € M,, es una matriz hermi-
tica y definida positiva. Dado el método iterativo

ubtt = (I —0A)u* +6b con 6 >0

determinar para qué valores de 6 el método anterior es convergente a la solucién
del sistema Au = b.

5.28. Se considera el sistema de 2n ecuaciones con 2n incégnitas

(by,by € R™ dados)
STe 4+ y=nb
conz,y € Ry S € M,.

a) Escribir el anterior sistema en la forma
X b1
A =
<y> (bz>

b) Dar condiciones sobre la matriz S para que el método de Jacobi por bloques
asociado a la descomposicién en bloques de A correspondiente a a), (es decir,
2n = n + n), sea convergente. Para ello, denotando para cada k € N

()=Cron)

encontrar una férmula recursiva para e, que no involucre a g, y vicever-
sa; deducir, a partir de estas dos férmulas, bajo qué hipétesis sobre S las
sucesiones {ex}7° ;v {gx}7>, tienden a cero.

para una matriz A € Ma,.

¢) i Qué se puede decir para el método de Gauss—Seidel asociado a la misma
descomposicién por bloques?
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5.29. Método de Gauss—Seidel simétrico. Sea A € M,, una matriz simétrica defi-
nida positiva descompuesta por puntos A = D — E — F. Dado «® € V arbitrario
se define la sucesién {u¥}2°  mediante

(D — E)ukt2 = Fub +b
(D — F)u*+! = Eub*3 b

siendo b € V un vector fijo.
a) Escribir u**! = Bu” + ¢ determinando explicitamente B y c.

b) Demostrar la equivalencia
Bv=X\v < Mv+ (A-1)ED 'Fv=0.
¢) Probar que la sucesién {uf}2°  converge a la solucién de Au = b.

5.30. Método de direcciones alternadas. Sea H una matriz hermitica definida po-
sitiva (respectivamente, semidefinida positiva).

a) Probar que para cada r > 0 la matriz 1+ H es inversible, (r]—H)(rI+H)™*
es hermitica y

| (1 — H)(rI+H)_1|||2 < 1 (resp. <1).

b) Sean H; y Hs hermiticas definida y semidefinida positiva, respectivamente.
Dado u® € V arbitrario se define la sucesién {u*}22, por

(Hy +rD)ub*3 = (r] — Ho)uk +b
(Hy + rI)ub = (rI — Hy)ubts +b

siendo r > 0 y b € V fijos. Expresar u**! en la forma
bt = Buf + ¢
dando explicitamente la matriz B y el vector ¢. Probar que o(B) < 1.

¢) Demostrar que la sucesién {u*}2°  es convergente y su limite es solucién de
un sistema lineal independiente de r. ;Cuédl es dicho sistema?
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5.7. Practicas

5.1. Escribir un programa en MATLAB que resuelva un sistema lineal mediante
el método de Jacobi por puntos, pidiendo por pantalla, ademdas de la matriz y el
segundo miembro, el nimero maximo de iteraciones y la precisién para el test de
parada.

5.2. Escribir un programa en MATLAB que resuelva un sistema lineal mediante el
método de relajacién por puntos, pidiendo por pantalla, ademéas de la matriz y el
segundo miembro, el pardmetro de relajacion, el nimero maximo de iteraciones y
la precision para el test de parada.

5.3. Dado n € N se considera la matriz A = (a;5)}';_; donde

20+i si i=j

wp=q (-)*
—— si 1
7 #J
y el vector b = (b;)I_; con
1
bi = =
i
para i = 1,2,...,n. Resolver, para valores grandes de n, el sistema lineal Au =b

mediante el método de relajacién por puntos, tomando como valores del pardmetro
w=0.1:0.1:1.9y con una precisién en el test de parada de 107'°. Determinar
el mejor valor de w entre todos los anteriores.

5.4. Programar en MATLAB el método de Jacobi por bloques para matrices de
diagonal estrictamente dominante de forma que, en cada iteracién, los sistemas
asociados a los bloques diagonales se resuelvan mediante factorizaciéon LU.

5.5. Programar en MATLAB el método de relajacién por bloques para matrices
simétricas definidas positivas de forma que, en cada iteracién, los sistemas asocia-
dos a los bloques diagonales se resuelvan mediante factorizacién de Cholesky.

5.6. Dada la matriz A descompuesta por bloques en la forma A = (A;)7%_,
donde
—)
Az = I 3 s
J i+ 20 Sl i #]
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siendo Iy la matriz identidad de orden 20, y

8§ -1 -1
-1 § -1 -1
-1 -1 g8 -1 -1

-1 -1 g8 -1 -1
-1 -1 8§ -1
-1 -1 8

aplicar los programas de las préacticas 5.4 y 5.5 para resolver el sistema lineal
Au = b siendo b= (1,1,...,1)T.
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0 Interpolaciéon numérica

6.1. Introduccidén

Son muchas y muy distintas las situaciones en las que, en el quehacer cientifico,
aparecen series de datos o resultados de mediciones experimentales de los cuales
s6lo se conoce cémo se comportan en una cierta cantidad finita de ftems (por
ejemplo, la poblacién de un pais durante los afos de una década) y para los
cuales se necesita encontrar una “ley general” que sirva para su tratamiento (como,
continuando con el ejemplo anterior, conocer la poblacién a mediados de uno de
los afios o la tasa de crecimiento de ésta). Esa “ley general” a la que se adaptan
esos datos no es otra cosa que una funciéon que tome los valores predeterminados.

Este es, precisamente, el cometido de la interpolacion: dada una tabla de datos
(0, 1o que es lo mismo, una funcién de la que se desconoce su expresién general y
s6lo se conocen los valores que toma en unos cuantos puntos) se trata de encon-
trar una funcién que tome los valores requeridos en los puntos dados. La funcién
interpoladora servira para sustituir a la funcién desconocida, tanto para evaluarla
en puntos en los que no se conoce su valor (interpolacion, en sentido estricto), co-
mo para conocer su tasa de variacién (diferenciacidn numérica) o su distribucién
acumulativa (integracién numérica). De hecho, y en ello reside su mayor impor-
tancia, la interpolacién sirve para fundamentar una amplia gama de métodos para
diferenciacion e integracién numeéricas, asi como para el tratamiento numérico de
ecuaciones diferenciales.

La funcién interpoladora debe ser, por tanto, facil de evaluar, derivar e integrar.
Dependiendo del tipo de funciones que se consideren, se distinguen varios tipos de
interpolacidn, entre los que podemos citar:

Polinémica (Lagrange, Hermite).

Trigonométrica.

Funciones spline (interpolacién polinomial a trozos).
Funciones racionales.

Exponencial.
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En este capitulo centraremos nuestro estudio en la interpolacion de Lagrange y la
interpolaciéon mediante funciones spline ctibicas.

6.2. Interpolaciéon de Lagrange

El problema de la interpolacion de Lagrange consiste en lo siguiente: “Dada
una funcién f : [a,b] - Ry {xo,z1,...,2,} C [a,b] con z; # x; si i # j (donde
no se supone que estos puntos sean equidistantes ni tampoco que estén enunciados
en su orden natural) encontrar un polinomio P verificando

P(z;) = f(xi)
parai=0,1,...,n".
Notacién 6.1. En todo lo que sigue denotaremos por
Rlz] = {P(2) = apna™ + ap_12" "' + -+ a1 + ag, a; € R, n € NU{0}}
al conjunto de polinomios reales en la variable x, por

Pp={P(x) = anz" + an_12" ' + - + a1z +ap € Rz]}, n € NU {0}

al conjunto de polinomios reales de grado menor o igual que n y por 9P al grado
del polinomio P. o

Para ilustrar el problema anterior supongamos que queremos encontrar un poli-
nomio P que tome valores {yo, y1, Y2, y3} en un conjunto de puntos {xg, 1, 2, x3}.
Si el polinomio buscado es de la forma

P(z) = asx® + asz® + a1z + ag € Ps
las condiciones anteriores determinan que
= P(g:;) = 3 2 )
yi = P(x;) = asz; + asx; + a12; + ag

para i = 0,1,2,3. Luego los coeficientes buscados {ag, a1, as,as} vienen dados
como la solucién del siguiente sistema lineal de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas:

ao + a1xg + azxd + azzy = yo

ap + a1x1 + azxi + azzt =y
ap + a1T2 + asw3 + azr3 = yo

ag +ai1xs + a2x§ + a3x§ = Y3
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0, equivalentemente, en forma matricial, Az = b donde

2 .3
1 zo zf = ag Yo
2 .3
1 = =7 =y al Y1
A= 5 3|z = y b=
1z 25 x5 as Y
2 .3
1 z3 x5 x3 as Y3

ro 1z} x}
2 .3

det(4) = LU T (@i — ay)

T2 Ty X3 i

—_ = =

xr3 I3 l‘g
= (£C3 — £EQ)(£C3 — 1’1)((E3 — xo)(xg — .’ﬂl)(l'g — 1’0)((E1 — 5170).

Asi, si los puntos {zg,x1, 22,23} son distintos, entonces det(A) # 0, por lo que
existe una unica solucién {ag, a1, as, asz} para cualquier valor de {yo, 1, y2, y3}. Sin
embargo, el hecho de que las matrices de Vandermonde estén mal condicionadas,
unido a argumentos de otro tipo que se comentaran més adelante, hacen que, en
la practica, el polinomio de interpolacion no se calcule mediante la resolucion del
sistema lineal asi asociado.

El resultado fundamental de esta seccién es el que muestra la existencia y
unicidad del polinomio de interpolacién asi como la forma concreta que éste va a
tener. Mas precisamente,

Teorema 6.1 (Férmula de interpolacién de Lagrange). Sea f :[a,0] = R
y{xo,z1,...,2n} C [a,b] con x; # x; sii# j. Existe un unico polinomio P, € P,,
que verifica

P (z;) = f(z:)

para i =0,1,...,n. Ademds, este polinomio viene dado por
Pu(z) =Y f(x:)Li(x) (6.1)
i=0

donde, para cada i € {0,1,...,n},
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DEMOSTRACION.
a) Existencia: teniendo en cuenta que para cada i € {0,1,...,n}
r—xyg T —T1 T —Tj—1 T — Tj41 r — Ty
Li(z) = . ...

Ty —To T — L1 Xy — L1 T — Tip1 T — Ty
es inmediato comprobar que
L,eP,,i=01,....n = P,€P,
{ Li(z;) = bi; = Pa(z;) = f(z;), 1 =0,1,...,n.

b) Unicidad: supongamos que existen dos polinomios P,, @, € P, tales que

Po(2i) = f(2i) = Qn(z:)

para ¢ = 0,1,...,n. De esta forma, el polinomio D, = P, — @, verifica
D, € P, y, para cada i € {0,1,...,n},

Dy (i) = Pa(%:) — Qn(x;) = 0.

Es decir, D,, es un polinomio de grado menor o igual que n con n + 1 raices;
consecuentemente, por el teorema Fundamental del Algebra, D, = 0 de

donde se concluye que P, = Q... o

Definicién 6.1. El polinomio P, dado en (6.1) se denomina polinomio de in-
terpolacidn de Lagrange relativo a la funcién f (o, simplemente, polinomio de
interpolacion de f) en los puntos {xg,1,...,2,} y los polinomios L;(z) dados en

(6.2) son los polinomios bdsicos de interpolacién de Lagrange. o

Ejemplo 6.1. Encontrar el polinomio de interpolaciéon para la siguiente tabla

En este caso,

2-1-5 10

-3 +)(@-4) (@-3)(=+x—4
Lo(z) = (C1)-3-(-2) = -
_ (507 2)(IE+ 1)(50*4) - (x — 2)(1~+ 1)(x 74)
bl = 1-4-(-1) T 4
_ ==t (@A —3)@ =4
Lo(x) = (=3)-(=4)-(=5) - 50
Ls(z) = (x—=2)(z —3)(x+1) _ (x—2)(a:—3)(x_|_1).

(6.3)
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De esta forma, el polinomio de interpolaciéon buscado es

3
Po(e) = 32 f@Liw) = 5o = 3)(a + (e~ 4) - 5(r = 2)(x + 1)z — )
=0
(e = 2@ =B~ 4) + 2w - 2z~ Ha+ 1)
_ %(;ﬁ + 2122 — 64 + 96)

y viene representado en la figura 6.1. g

_1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4

Figura 6.1: Polinomio de interpolacién de la tabla (6.3).

Observacion 6.1.

1. El célculo del polinomio de interpolacién a partir de la férmula (6.1) requiere
muchas operaciones. Ademas, una vez determinado el polinomio de interpola-
cién de f en los puntos {xg,z1,...,2,} C [a,b], si anadimos un nuevo punto
Zp+1 distinto a los anteriores y queremos hallar el polinomio de interpolacion
de f en los puntos {zg, z1,...,2Zn, Tnt1}, debemos repetir todo el proceso,
dado que cambian todos los polinomios bésicos {Lo(x), L1(x),..., Ly(z)}.
Por esta razén, tampoco serd éste el algoritmo que se use para calcular el
polinomio de interpolacién de Lagrange.

2. Al interpolar una funcién f en n 4+ 1 puntos distintos puede ocurrir que
0P, # n; de hecho, el grado de P,, puede ser pequefio aunque n sea grande.
Asi, por ejemplo, debido a la unicidad, Ps(z) = 22 — 3 es el polinomio de
interpolacién de la funcién f(r) = x* — 22% — 2% + 42 — 3 en los puntos
{-1,0,1,2} (véase la figura 6.2). g
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_6 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 6.2: Polinomio de interpolacién Ps(z) = 2z — 3.

En lo que sigue, utilizaremos con bastante frecuencia la siguiente:

Notacién 6.2. Dados n + 1 puntos distintos {zg,x1, ..., 2z, } denotaremos

n

Hn(x):H(x—xi):(x—xo)(m—xl)---(x—a:n). (6.4)

=0

6.2.1. El error de interpolacién

Como deseamos usar el polinomio de interpolacion para sustituir el valor de
la funcién f en puntos que no pertenecen al conjunto de puntos de interpolacién
{zg,x1,...,2,}, estamos interesados en estimar el error

E.(z) = f(z) — Pu(x), x € [a,b].

Sin hipétesis adicionales, nada podemos decir acerca de esa cantidad pues podemos
cambiar la funcién f en puntos que no sean los de interpolacién sin que cambie
el polinomio de interpolacién (véase la figura 6.3). Ademas, si la funcién f estd
tabulada y no se conoce su expresién analitica, entonces, estrictamente hablando,
es imposible estimar el error que comete el polinomio de interpolacién.

No obstante, cuando la funcién f es suficientemente regular, podemos precisar
el error que se comete en cada punto de interpolacién en términos de las derivadas
de f. Concretamente,

Teorema 6.2. Sea f € C"!([a,b]), {zo,z1,..., 20} C [a,b] conz; # xj sii #j
y P, € Py, el polinomio de interpolacion de f en los puntos {xg,21,...,2n}. Para
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—é —115 —i —015 6 015 i 15
Figura 6.3: f(x) = 0.5z* + 2® — 0.52%, g(z) = (1 — sen7z) y P3(z) = .

cada x € [a,b] existe &, € I, siendo I, el minimo intervalo cerrado que contiene
a los puntos {xg,x1,...,Tn,x}, tal que

_ )

s IL,, (2). (6.5)

DEMOSTRACION. Dado z € [a, b] pueden presentarse dos casos:

a) x = z; para algin i € {0,1,...,n}. En este caso el resultado es evidente,
pues f(x;) = Pn(z;) y I (x;) = 0.

b) x # x; para todo ¢ € {0,1,...,n}. Consideramos la funcién F : [a,b] = R
dada por

F(y) = [f(y) = Pa(y)lln(z) = [f(2) = Po(2)]I(y), y € [a,b].
Claramente F € C"*1([a,b]),
F(ai) = [f (i) = Pa(:)|n(2) — [f (2) = P (@) (2:) = 0

parat=0,1,...,ny

Es decir, la funcién F tiene, al menos, n + 2 raices distintas en el intervalo
[a,b]. Consecuentemente, por el teorema de Rolle, la funcién F’ tiene al
menos n + 1 raices en I, el menor de los intervalos cerrados que contiene a
x y a los puntos {zg,z1,...,2,}, la funcién F” tiene al menos n raices en
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dicho intervalo y, reiterando el argumento, la funcién F”*1 tiene al menos
una raiz &, € I,,. Como 9P, < n, entonces PSH)(y) = 0; andlogamente,

I (y) = (n + 1)

por ser II,, un polinomio de grado n+1 cuyo coeficiente del término de mayor
grado es 1. De esta forma,

Frl(y) = | "0 (y) — PZJH)(Z/)} I, (z) — [f(z) — Po(2)] T (y)
= " () (2) = [f () = Pa(a)](n+1)!
para cada y € [a,b]. En particular,
0= Fn+1)(€:c) = fnJrl)(gx)Hn(m) = [f(z) = Pu(x)](n + 1)!

de donde se concluye el resultado. g

Observacion 6.2.

1. La funcién E,(z) dada en (6.5) no puede usarse para calcular el valor exacto

del error E,, = f — P,, pues &, como funcién de x es, en general, desconocida
(salvo cuando Y = cte, es decir, f € Pn+1)- No obstante, podemos
utilizar la férmula anterior para obtener una cota del error de interpolacion,
pues

1L (@)] [ pnt1)
_ < n .
1@ - P < o ] relal 60)
siendo
1ol oy = 0%, I9(a) (6.7)

la norma del mdzimo de una funcién continua g : [a,b] — R.

La estimacion del error precedente es dptima en el sentido de que existe una
funcién para la que se da la igualdad. En efecto, basta considerar la funcién

f@) =@ = ][ (@ =)

para la que se verifica
Pu(z) =0y f"™(z) = (n+1)!

lo que determina la igualdad |IL, (z)| = |IL,(x)| en (6.6). o
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Corolario 6.1. En las condiciones del teorema 6.2, la funcidn z — 71 (&,)
puede extenderse de forma continua a todo el intervalo [a,b].

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién g : [a,b] — R definida como

f(z) = P (x)

" (n+1)! M) x & {xo,21,...,Zn} o)
g(z) = 6.8
f'(@i) — P (i) :
n+1)l———"" 2 gxr=u;,1=01,...,n.
S (AEN
En primer lugar, por ser los puntos {zg,z1,...,z,} distintos, se verifica que

Il (z;) # 0, i = 0,1,...,n (véase el problema 6.5) por lo que la funcién g estd
bien definida. Claramente, la funcién g es continua en los puntos que no son de

interpolacién y, por la regla de L’Hépital, también en los puntos {zg, Z1,...,Tn};
asi pues g € C([a, b]). Por otra parte, por el teorema 6.2 sabemos que
f(z) — Pa(2)
Fr0E) = 1 T g
(€)= (e ) HE=2 = ()
siempre que x & {xg,21,...,Z,}, con lo que se tiene el resultado. o
Ejemplo 6.2. Si consideramos la funciéon
f(z) =senzx, z € [O, g}
se verifica que
s ™
(5-2)/0+E-01(5) >
Pi(x) = = =—=x
Z_0 ™
2

T
es el polinomio de interpolacién de f en los puntos {zo =0,21 = 5} En la figu-
ra 6.4 se representan la funciéon f y su polinomio de interpolacién. Como, en este
caso,
T
If"(x)] = |senz| < 1, & € [o, 5}

y el méaximo de la funcién

@) = | (2= 2)| =2 (Z-a). v [0.]]

SO ~ w2
se presenta en T = R toma el valor |II;(Z)| = % entonces

2

By (2)] = |f(2) - Pi(2)] < ':0.308425,336[07%}, 5

23
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Figura 6.4: Funcién f(z) = senz y polinomio Pi(z) = gx
T

Sea f : [a,b] = Ry P, € P, el polinomio de interpolacién de f en puntos
distintos {xg,z1,...,2,} C [a,b]. Es razonable cuestionarse si serd

lim P(2) = f(2)

para todo z € [a,b]. La respuesta es, en general, negativa como se muestra en el
ejemplo siguiente:

Ejemplo 6.3. Consideremos la funcién f : [-1,1] — R dada por
flx) = |z

y los puntos de interpolacién
2k

T =—1+—
n
para k = 0,1,...,n, siendo n € N. En particular, paran =5, n =10, n =15y
n = 20 los polinomios de interpolacién de f en los puntos {zg,x1,...,2,} estdn
representados en la figura 6.5. Puede apreciarse que, a medida que va aumentando
n, se producen fuertes oscilaciones en los extremos del intervalo [—1, 1] conocidas
como efectos de borde. g

Observacion 6.3. El ejemplo anterior muestra que una funcién continua no pue-
de aproximarse, en general, de manera arbitrariamente precisa mediante polino-
mios de Lagrange relativos a puntos de interpolacién equidistantes. Esto no exclu-
ye que pueda aproximarse por una sucesién adecuada, por ejemplo, mediante los
polinomios de Bernstein que se emplean en el teorema de Weierstrass.
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—f(x)=Ix] ; X —f(x)=Ix]
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Figura 6.5: Polinomios de interpolacién Ps(x), Pio(z), Pis(x) y Pao(x).

6.2.2. Foérmula de interpolacion de Newton

Hasta ahora hemos visto como construir el polinomio de interpolacion de La-
grange y conocemos una cota del error que cometemos al sustituir una funcién por
su polinomio de interpolacién.

En esta secciéon vamos a estudiar un método mas eficiente de construccion del
polinomio de interpolacién. Supongamos que, una vez calculado dicho polinomio,
necesitamos incluir otro punto de interpolacién. Las razones pueden ser diversas:
se han obtenido nuevos valores experimentales para la tabla que estamos interpo-
lando, queremos obtener paulatinamente los polinomios de distintos grados para
saber cudl nos interesa mas, etc. En esta situacion la férmula de Lagrange no nos
sirve pues, con sélo afiadir un punto, todos los polinomios bésicos L;(-) cambian.
Necesitamos una féormula que permita encontrar el nuevo polinomio de interpola-
cién a partir del que ya habiamos hallado, de forma que el trabajo realizado pueda
aprovecharse.
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La férmula buscada es la formula de interpolacion de Newton para el polinomio
de interpolacién de Lagrange, que nos va a permitir una representacion del polino-
mio de interpolacién en términos de “diferencias” (ya sean divididas o finitas) de
valores de la funcién en los puntos de interpolacién. Comencemos con la definicién
de estas “diferencias”.

Definicién 6.2. Sean f : [a,b] = Ry {zo,z1,22,...} C [a,b] tales que z; # z;
si i # j. Para cada ¢ € NU {0} sean

flail = f(xi)
Fli Tits - s Tigm] = floi i1, - Tigm—1] — flwigr, Tige, .. ,l‘i+m].
Ti — Tit+m
flzi, iz1, - -, Tirm] se denomina diferencia dividida de orden m € NU {0} de f

en el punto x;. Andlogamente, sean

{ A f(xs) = f(xs)
A™ f(x;) =A™ f(air) — A f ().

A™ f(z;) es la diferencia finita de orden m € NU {0} de f en el punto z;. o
Observacion 6.4. Los operadores A™ son lineales, es decir,

A™(af + Bg)(wi) = aA™ f(x;) + BA™ g(x:), o, B €ER, m e NU{0}. o
Ejemplo 6.4. Vamos a calcular las diferencias finitas y divididas de orden dos.

AP f(z;) = Af(zig1) — Af ()
= (f(wiv2) = f(@it1)) = (f(@it1) — f(z2))
= f(wiv2) — 2f (Tit1) + f(z:)

f[xi, $¢+1] - f[ﬂfi+1, ﬂfi+2]

Jlwi, Tig1, Tigo] =

Tj — Tj42
_ L (f(xi) —f@ip1)  fl@i) - f($i+2))
Ti — Ti42 Tj — Li4+1 Ti+1 — Ti+2 .

Si los puntos estan equiespaciados, es decir,
x; =x9+1th,i=0,1,....,n (h>0) (6.9)
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entonces

flwi, i1, Tigo] =

1 (f(zi) = f(@iv1)  f(@iv1) — f(@iv2)
( )

2h h h
~ f@ige) = 2f (@ipa) + fai) A f(z)
- 2h? T oopz ¢

En general, este ultimo resultado puede generalizarse, obteniéndose la siguiente
relacion entre las diferencias divididas y las finitas:

Teorema 6.3. Si f :[a,b] = R y {zo,z1,...,2,} C [a,b] es una red de puntos
de paso h > 0, es decir, x; = xg +th, 1 =0,1,...,n, entonces
A™ f(;)
fl2i Tiv1, s Tigm] = b

DEMOSTRACION. Lo mostramos por induccién sobre el orden de las diferencias:

i) Para las diferencias de orden m = 1, como z;41 = x; + h entonces

Flai i) = f<xx++1z - ii(wi) _ f(xz-ﬂ)h— flai) _ Af}gxi).

it) Supongamos cierto el resultado para las diferencias de orden m — 1 y lo
probamos para las de orden m. Por definicién se tiene que

Flan @iet, - Tism] = flZiv1, Tito, ooy Tigm]) — flTa, Tig1, -, Tigm—1] .
Lidm — L4

Como x;4,, —x; = mh, aplicando la hipdtesis de induccién, podemos escribir

fli s o] = 1 AT (@) AT ()
T Lty Tml =y = Dhm=1 ~ (m — 1)thm—1
- Am_lf@;‘lurl) _ Am_lf@;‘i) B Amf(xz)
N mlh™ T mlam 0 ©
Veamos a continuacién que la i—ésima diferencia dividida f[zg,x1,...,2;] es la
misma independientemente del orden en que se tomen los puntos {zg, 21, ...,;}.

Para ello, basta demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 6.4. Si f:[a,b] = R y{zo,z1,...,2,} C [a,b] con z; # x; parai # j,
entonces para cada i € {0,1,...,n} se verifica que

f[.%'o,x17...7xi]zz lf%

k=0
k#j

DEMOSTRACION. Lo probamos por induccién sobre el nimero de puntos. Para
dos puntos el resultado es obvio, pues

. f(xo) = f(x1) . f(zo) f(x1)
f[il'(),l'l]— o — 1 _l‘o—l‘l +l‘1—$0.

Supongamos cierto el resultado para ¢ puntos y lo probamos para i + 1 puntos.
Por definicién, se tiene

f[xo,xl,.~-,xi] _ f[x07$17"'7mi71] _f[$17.'172,...,$1‘]7
Lo — &

por lo que la hipétesis de inducciéon determina que

i—1 i
1 fzx; flz
f[x07x17"'7xi]:x07z i—1 ( j) o 7 ( j)
K3 =0 =1
! (zj —xy) 7 H (; — k)
k=0 k=1
= =y
_ 1 f(zo) _ 1 f(zi)
=l o —x; ol To — T
(w0 — k) IT (@i —ax)
k=1 k=1
i—1
1 1 fz5)
+ Zl i—1 ] To — X4 ’
I @ =) T & — )
k=0 k=1
k#j k#j
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De esta forma,

f[xo xl] _ f(-'L'O) n f Tj— T — (C(:j — C(:O) f(:)gj) f(xl)
! - ¢ To — T; i
I (zo — 1) =t 11 @5 —=x) ’ I @i — o)
7 = =T

K3
-y f(z))
= —_—. o
1
Jj=0
I (5 — )
k=0
k#j
Se obtiene, como consecuencia inmediata, la propiedad anteriormente comen-

tada sobre la invarianza de las diferencias divididas:

Corolario 6.2. Si f:[a,b] = R, {zg,21,...,2,} C[a,b] con z; # x; para i # j

y o es una permutacion de {0,1,...,i}, entonces
flro, 21, .., 2] = flZo0), To(1), - -+ s Ta(s))
parait=0,1,....,n. g

Estamos ya en condiciones de dar el resultado fundamental de esta subseccién.

Teorema 6.5 (Férmula de interpolacién de Newton). Sea f :[a,b] - R
y{zo,z1,..., 2} Cla,b] con x; # x; sii# j. El polinomio de interpolacion de f
en los puntos {xg,x1,...,2,} viene dado por

P(z) = f(zo0) + Z IL 1 (z) flzo, z1,. . ., 24)
i=1

= f(xo) + (x — x0) f[®o, 1] + (x — z0)(x — 21) f[T0, T1, X2]

+ -+ (zr—z0)(Tx— 1) (T — p1) flT0, T15 - - -, TR
Ademds, si x & {xg,21,...,Tn}, entonces
E,(z) = f(x) — Py(z) = U, () flzo, 21, - - -, Tpy ). (6.10)
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DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre el grado del polinomio:

i)

i)

Para n = 0, Py(z) = f(zo) es el polinomio de interpolacién de f en xq y,
para todo punto x # x, se verifica que

f(@) = f(wo)

Xr — Xo

flzo, ] =
por lo que
f(@) = f(zo) + (z — 20) flzo, 2] = Po(x) + o (z) f[z0, z].
Suponemos cierto el resultado para n — 1, es decir, que

Po1(z) = f(xo) + (z — 20) flzo, 71] + (. — 20) (2 — 21) f[20, 71, T2]

+oF+(@—zo)(x—x1) - (T — Tp—2) flTo, T1,. -« s Tp—1]
es el polinomio de interpolacién de f en los puntos {xg,z1,...,2Zn—1} ¥
f(@) = Pooi(2) = Uy () flzo, 21, @1, 2] (6.11)
para x & {xg, 21,...,2y—1}. Consideremos el polinomio
Q(z) = f(wo) + (x — o) flzo, 1] + (. — 20)(x — 1) f[20, T1, T2]
+oot(x—zo)(x—2x1) (& — Tp—2) flXo, 21, -, Tn1)
+(z—mo)(r— 1) (x — Tpe1) flTo, T1, - - -, Ty

que, por la hipétesis de induccién, podemos expresarlo como
Q) = Ppo1(x) + 1 () flro, 1, - - -, Tn).
Obviamente Q € P,
Q(z;) = Pooq(m;) + v () flzo, 1, - -, Tn] = Puo1(xs) = fxy)
parat=0,1,...,n—1y
Qzn) = Poo1(zn) + Hno1 (@) flzo, 21, . . 0] = fl2n)

aplicando (6.11) en el punto z = x,,. Por tanto, por unicidad del polinomio
de interpolacién, @ es el polinomio de interpolacién P, de f en los puntos
{zg,21,...,2n}. Por otra parte, para todo punto = & {xo,21,...,2,} se
verifica, teniendo en cuenta el corolario 6.2, que

f[x(hxlv' .. 7xna‘r] = f[xvx(la LR 7xn71axn}
_ f[xax()a s 7xn72axn71] - f[x(),xla s 7xn71axn}
T — T
_ flro, o1, xn_1,2] = flxo,T1,. .., Tn_1,Tn]
T — Tp ’
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de donde
flxo,x1, ... n_1,2] = flro, 1, s Tno1,Zn] + (& — x,) f[xo, 21, . . ., Ty, z].
Sustituyendo este valor en (6.11) se obtiene que

f@) = Pooq(z) =1 (2) (f[zo, - s Tne1, 0] + (& — @) flxo, . - ., T,y x])
para © & {xg,1,..., 2Ty}, es decir,

f(@) = Poo1(x) + 1 (x) flxo, 1, - - oy Tne1, Ty
+ 1,1 (z)(x — xp) flzo, 21, - -, Tn, 7]
= Pn(x) + Hn(x)f[x();xla v ,l‘n,l’]

de donde se sigue (6.10). g

Observacion 6.5.

1. De (6.5) y (6.10) se deduce que, cuando la funcién f € C"*([a,b]), para

cada punto x € [a, b]\{zo,x1,...,2,} existe &, € I, verificando
_ fn-l—l) (gw)
f[l‘07x1a"'7xn7x]_m- (612)

Nétese que, aunque de esta ultima expresién pudiera parecer que se deter-
mina el error de forma exacta, esto no es del todo cierto, pues para calcular
flxo,x1,...,x,, x| se necesita el valor de f(x) que, en general, es desconoci-
do (obviamente, si conocemos el valor que toma la funcién f en el punto z
entonces el error que se comete f(x) — P,(z) se determina explicitamente).

2. En el caso particular de que los puntos {xg,z1,...,z,} C [a,b] constituyan
una red de paso h > 0, entonces el polinomio de interpolacién de f en los
puntos {zg,x1,...,Z,} viene dado por:

S A’ f(xo)
Po(z) = f(xo) + ; ;1 () Thi
Af(x A% f(z
= f(z0) + (z — z0) J(@o) + (2 — o) (v — xl)#
h 2h
A" f(x
—|—~~+(x—xo)(x—x1)~-~(x—xn,1)#.

3. En la tabla 6.1 se muestran los algoritmos para construir el polinomio de
interpolacién de f en los puntos {zg,1,...,2,} a partir de las diferencias
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TABLA 6.1:
Algoritmo de Newton (diferencias divididas)

f(zo) flxo, z1] coo | flro, Ty oy n—1] | flTo, T, .., Tn)
f(xl) f[ﬂ?]_,IEQ] f[$1,$27...,$n]

f(z2) flw2, 3]

fxn—2) | fltn—2,2n_1]
f(xn—l) f[xn—ly xn]

f(zn)
Algoritmo de Newton (diferencias finitas)
f (o) Af(wo) A%f(xo) | - | A" f(xo) | A" f(w0)
f(z1) Af(z1) Af(xr) | - | AT f(1)

f(z2) Af(x2) A®f(x2)
f(zn—2) | Af(wn—2) | A’f(zn—2)
f(xn—l) Af(xn—l)
f(zn)

divididas y finitas, respectivamente. Como se observa, en la férmula de inter-
polaciéon de Newton sélo intervienen los elementos de la primera fila de las
tablas triangulares citadas, aunque es necesario considerar todos los demas
elementos para obtener éstos. o

La propiedad mas importante de la férmula de interpolaciéon de Newton es que
permite obtener el polinomio de interpolacién de f en ciertos puntos a partir de
polinomios de interpolacién en subconjuntos de ellos. En particular,

Corolario 6.3. Sea f :[a,b] = R y{zo,z1,...,2,} Ca,b] conx; # x; sii# j.
Si P, es el polinomio de interpolacion de f en los puntos {xo,x1,...,ZTn} Y Tni1
es otro punto de [a,b] tal que xp11 & {T0,21,...,Tn}, entonces

Pn+1(x) = Pn(l') + Hn(x)f[‘TOa L1y axn—i-l]

es el polinomio de interpolacidn de f en los puntos {xg,z1,...,Tn, Tnt1}. o

Observacién 6.6. La relacién (6.12) muestra que si {zg, 1, ..., 2z} son puntos
distintos de [a,b] v f € C"([a,b]) entonces existe un valor ¢ intermedio entre los
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puntos {zg,x1,...,2,} tal que

_ e

= (6.13)

f[x07x17~ .. 7xn]
Noétese que para n = 1 se trata del cldsico teorema del Valor Medio

M = flzo,z1] = f/(g)
T1 — o
con { entre xg y x1.

Por otra parte, para f € C""1([a,b]), a partir de la férmula de interpolacién
de Newton podemos escribir

f(x) = f(z0) + (z — 20) flw0, 21] + (T — 20) (T — 1) f[W0, 71, 72]
+- -+ (x—zo)(x—2x1) ... (¢ — 2p_1) flTo, T1,. .., Tp]
+ 1L, (2) f[zo, 1, - . ., Tn, 2]

y, utilizando la relacién (6.13),

"
£la) = Flao) + F1E)@ —z0) + T (w — a) 1)
n)
—|—~--—|—fT('En)(x—xo)(x—ml)...(x—xn_l)
n+1)
Jm(x —xzo)(x—x1) ... (x — xp)
donde cada & se encuentra entre los puntos {zg,x1,...,25} para k =1,2,...,n
y &nt+1 entre {zg,x1,...,2n,2}. Si hacemos que todos los puntos de interpola-
cién {xg,x1,...,2,} converjan a xo entonces los valores {&p,&1,...,&,} también
convergeran a xg, convirtiéndose la expresion anterior en
"
x
Fla) = Flao) + (o)l — o) + L) (0 )2
fn) (3’30) n fn+1) (5) n+1
LR (x — 20) +m($—$o) ;

siendo £ un valor entre zy y . Hemos obtenido asi la férmula de Taylor como caso
limite de un proceso de interpolacion: en lugar de considerar n+ 1 puntos distintos
de interpolacién tenemos un tnico punto de interpolacién de multiplicidad n + 1.
En este caso, el polinomio de Taylor

f™ (o)

f//(xo)(a:—xo)2+"'+ oy (x —x9)"

Py (x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + 21

interpola a f, y las derivadas de P, a las derivadas de f hasta el orden n, en el
punto xzg. o
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6.2.3. Minimizacion del error

Segtin se ha visto, si f € C"*!([a,b]) y P, es el polinomio de interpolacién de
f en n + 1 puntos distintos {zo,z1,...,2,} C [a,b], para cada x € [a,b] existe
&s € [a,b] tal que

_ _ ()
En(z) = f(z) — Pa(z) = mnn(x)-
De esta forma, llamando
o= )
+1 f L ()
se tiene que
Mn+1

L = Pallpec (ap) < ) ML [ 1,00 (a,0)

donde la norma del méximo estd definida en (6.7). El problema que nos planteamos
ahora es el de encontrar, de entre todos los polinomios de interpolacién de Lagrange
de grado menor o igual que n, el que minimice esta acotacién éptima (véase la
Observacion 6.2) del error. Los tnicos pardmetros con los que se puede jugar son
las abscisas de interpolacion, puesto que la funcién y el grado del polinomio estan
fijados. Por tanto, debemos elegir los puntos de interpolacién {zg, z1,...,z,} que
hagan minimo el valor de ||IL, | |L°°(a,b) . El primero en resolver este problema fue el
matemadtico ruso P. L. Tchebychev (1821-1894) y su solucién conduce a una clase
de polinomios que también sirven para tratar otro tipo de problemas.

Observacion 6.7. En todo lo que sigue, con vistas a simplificar la exposicion,
supondremos que estamos trabajando en el intervalo [—1,1]. Esto no supone nin-
guna pérdida de generalidad, como se prueba en el problema 6.15. g

Definicién 6.3. Consideremos la sucesién de polinomios {7}, }52, dada por

{ To(z) =1, Th(z) ==z

(6.14)
Tni1(x) = 22T, () — Th—1(x), n € N.

T, se denomina polinomio de Tchebychev de orden n € NU{0}. ¢

Ejemplo 6.5. Los polinomios de Tchebychev que siguen a To(z) = 1y Ty (z) = =
son:
To(z) = 22° — 1, Tz(2) = 4a® — 3z, Ty(x) = 8x* — 8% + 1,

Ts(z) = 162° — 202 + 5z, To(x) = 3225 — 482* + 1822 — 1,...

En la figura 6.6 se representan graficamente algunos de ellos. g
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n=2 n=3

1 1

0 0

-1 0 1 -1 0 1
n=4 n=5

1 1

0 0

-1 0 1 -1 0 1

Figura 6.6: Polinomios de Tchebychev T>(z), T3(x), Tu(z) y T5(z).
Destacamos, a continuacién, las principales propiedades que tienen estos poli-
nomios.
Proposicion 6.1.
a) T, es un polinomio de grado n con coeficiente director 2"~1, n € N.
b) Para cada n € NU{0} se verifica que

T, (x) = cos(narccosz), = € [—1,1].

¢) Para cadan € N las n raices de T,, se localizan en el intervalo [—1,1] en los
puntos

2k +1)m

T} = COS
2n

para k=0,1,...,n—1.

d) Para cada n € N los valores extremos de T, en el intervalo [-1,1] son 1 y
—1, alcanzados alternativamente en los n 4+ 1 puntos

km
2}, = COS —
n

para k =0,1,...,n. Consecuentemente, para cada n € NU {0},

HTn||L°O(—1,1) =1L
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DEMOSTRACION.

a)
b)

Véase el problema 6.13.

Para cada n € NU {0} denotemos
Tn(z) = cos(narccosz), x € [—1,1].
Si ¢(x) = arccos z entonces
Tn(x) = cosng(x), z € [-1,1],
lo que nos permite escribir
Ton+1(x) = cos ((n + 1)p(x)) = cosng(x) cos p(x) — senng(x) sen ¢(z)

{ Tn—1(z) = cos ((n — 1)¢(x)) = cosng(x) cos p(x) + sen ng(x) sen ¢(z);

sumando ambas expresiones se obtiene
Tnt+1(z) + To1(2) = 2cos ¢(x) cosng(x) = 2x7,(x).
Puesto que
To(z) = cos(Oarccosz) =1 y 71(x) = cos(arccosx) = x,

las funciones 7, verifican también la relacién de recurrencia (6.14). Conse-

cuentemente,
() =Ty (2), z € [-1,1], n € NU{0}.

Busquemos las raices de T}, en el intervalo [—1, 1]. Por la propiedad anterior
se verifica que

2k + )7
2

,keZ.

To(x) =0« cosng(z) =0 & ng(x) =

2k +1)m
2n

kel
& x = cos¢(x) = cos

Es decir, las raices de T, en el intervalo [—1,1] se encuentran entre los

numeros ok 1 1
Tk :cosu, keZ.
2n

Ahora bien, los valores de k € {0,1,...,n— 1} determinan n raices distintas
{zo,x1,...,Zn_1} situadas en el intervalo abierto (—1,1); como 9T, = n,
entonces {zg, Z1,...,Zn_1} son las n raices de T, (los valores de xj, que se
obtienen para otros valores de k son repeticién de éstos).
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d) Como T/ (x) = —nsenng(z)d' (z) y

)= - 0 we(—
¢(‘T)_ m<07 E( 171)

entonces, para x € (—1,1) se verifica que
T!(r) =0« senng(z) =0 & no(z) =kn, ke Z

k
& x = cos¢(x) :cos—ﬂ, keZ.
n

Como ocurria antes, los valoresde k € {1,2,...,n—1} determinan n—1 raices
distintas {z1, 22,...,2n—1} de T, situadas en el intervalo abierto (—1,1);
como 0T = n — 1 entonces {z1,22,...,2,—1} son las n — 1 raices de 7).

Como en estos puntos

k
T,.(zx) = cos (n arccos (cos 7T>> = coskm = (—1)*
n
para k = 1,2,...,n — 1, entonces T, va alcanzando, alternativamente, los
valores —1 y 1. Por otra parte, como en los extremos del intervalo se verifica
To(—1) =cosnm = (—1)" y T,(1) = cos0 =1,

es en los puntos {zg, z1,...,2n} (con zo =1y z, = —1) donde T,, alcanza el
méximo y el minimo absolutos en el intervalo [-1,1]. g

Observacién 6.8.

1. La ley de recurrencia (6.14) define una sucesién de polinomios definidos,
por tanto, en todo R. Cada uno de estos polinomios T}, (x) coincide con la
correspondiente funcién cos(n arccos x) solamente en los puntos del intervalo
[—1,1], que son los tnicos valores en los que la funcién arccos esta definida.

2. A partir de la proposicion 6.1, la expresién del polinomio T;, es:

Tp(x) =21 “1:[1 <:c — cos M) .o

2n
k=0

Observacién 6.9. Otras propiedades de estos polinomios son (ver [Ap]):

1. La expresion explicita de T}, es
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2. Ty, es una funcién par con término independiente (—1)™, mientras que Ts, 1
es una funcién impar y, por tanto, sin término independiente (véase el pro-

blema 6.22).

3. Entre dos raices consecutivas de la ecuacién T,4+1(z) = 0 existe una tnica
raiz de T, (x) = 0.

4. Los polinomios de Tchebychev constituyen una familia ortogonal de polino-

mios (véase la definicién 7.1) en el intervalo [—1, 1] respecto a la funcién peso

w(z) = ——. o

V1—a?

Regresemos al problema de encontrar un polinomio de grado prefijado para el
que la norma del maximo sea lo més pequena posible. Para ello introduzcamos la
siguiente:

Notacién 6.3. Vamos a denotar por
PR ={P(x) =2" +ap_12" "'+ + a1z + ag € Py}, n € NU{0}
al conjunto de polinomios mdnicos de grado n. g

Teorema 6.6. FEl polinomio mdnico

() = 5oy Tale)

minimiza la norma del mdzimo en el intervalo [—1, 1] entre los polinomios mdnicos
de grado n, es decir,

Pl (—1,0) 2 TR e (-1
para todo P € P

DEMOSTRACION. Por la proposicién 6.1 sabemos que T/™ es un polinomio ménico

que toma, en el intervalo [—1, 1], los valores extremos + alternativamente en

2n—1
los n + 1 puntos distintos
km

Z) = COS —
n

para k =0,1,...,n; por tanto,

m 1
1T, HLOO(fl,l) = on—1°

Supongamos que existiera un polinomio P € P3* tal que

1
2n71

||PHL°°(—1,1) < HTénHLoo(le) = (6.15)
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y derivemos una contradiccién. Consideremos el polinomio
Qz) =T} (x) — P(z).

Como T* y P son polinomios ménicos de grado n, entonces 0Q < n — 1. Por otra
parte,

Q) = T2) - Plon) = S0 = Pl = (-1F (s - (0P

para k =0,1,...,n. El supuesto (6.15) conduce a

1 k
it~ (C1FP() > 0
para k =0,1,...,n, lo que implica que () cambia alternativamente de signo en los
n+1 puntos distintos {zg, 21, . . ., 2 }. Asi, por el teorema de Bolzano, sabemos que

@ se anula al menos una vez entre dos cambios de signo consecutivos, teniendo, al
menos, n raices distintas; como, por otra parte, 3Q < n — 1, entonces ) = 0, es
decir, P =T lo que es una contradiccién. g

Observacién 6.10. De hecho, puede demostrarse que si P € P entonces

1Pllree 1,0y = TR llpoe(o1,0) & Ple) =T (@), z € [-1,1]. o

Estamos ya en condiciones de aplicar las propiedades que tienen los polinomios
de Tchebychev a la acotacién del error.

Teorema 6.7. Dada una funcién f € C"T1([—1,1]) la menor cota del error en
la norma del mdximo en la interpolacion de f se obtiene cuando se toman como
abscisas de interpolacion {xg,x1,...,xn} C [—1,1] las n + 1 raices del polinomio
de Tchebychev T),+1, es decir,

2k + 1)m
2(n+1)

I = COS

(6.16)

para k =0,1,...,n. En este caso, se tiene que

n+1)H )
/ Leo(—1,1

1
Eollyoor1n =I1f = Palljoor_q 1y < ‘
[ Enlly, (~1,1) I L (=1,1) 2n( 1)

n+1)!

DEMOSTRACION. Como se comenté al comienzo de esta subseccién, fijada la fun-
cién f y el grado del polinomio, es II,,(z) el que permite modificar el valor de
la cota de |[Ep|lpu(_y,1)- Como II,,(z) es un polinomio ménico de grado n + 1,
el menor valor de dicha cota se alcanzard cuando II,,(x) sea el polinomio ménico
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con menor norma del maximo en el intervalo [—1,1]. Esto ocurre, en virtud del
teorema 6.6, cuando

m Tn+1(£L’)
Iy (z) =T34 (z) = Ton
0, lo que es lo mismo, cuando {xg, z1,...,x,} son las raices del polinomio T}, 1 (x).
Para estos valores de {zg, x1,...,2,} se tiene que
_ ()
|En(2)] = [f(z) — Pa(z)| = Wlﬂn(:ﬁ)l
D) 1 ‘ H)H
=< T < —||f" —1,1].
27 (n + 1)! T ()] = 27(n+1)! f Leo(—1,1) zel-L1 o
Observacién 6.11. Nétese que los puntos {zg, x1, ..., x,} definidos en (6.16) no

son equiespaciados, sino que estan agrupados cerca de los extremos del intervalo. p

Observacion 6.12. Aunque el resultado anterior s6lo hace referencia al intervalo
[—1, 1], puede extenderse a un intervalo arbitrario [a, b]. Si f : [a,b] — R, los puntos

de interpolacién
a+b b-—a (2k+1)m
= 6.17
Ty T S (6.17)
para k = 0,1,...,n minimizan la cota del error en la interpolaciéon de f. Concre-

tamente, si f € C""!([a,b]) se tiene que

B (b_a)n—i-l
IEnllLo ap) = IIf = Pallpoc ap) < m‘

a

L (a,b)
(véase el problema 6.15). o

Observacién 6.13. Las abscisas (6.17) sirven para minimizar la cota genérica
del error. No obstante, puede ocurrir que para una funcién concreta f, existan
n + 1 puntos distintos de forma que el error de interpolacién con estos puntos
sea inferior al error que se comete considerando dichas abscisas. Por ejemplo, si
se considera f(x) = 223 y P € P; el polinomio de interpolacién asociado a las

V2

2
abscisas de Tchebychev en [—1,1], 29 = — Y IL= o, se tiene que

IIf _P||L<>0(_1,1) =1
sin embargo, si consideramos @@ € P; el polinomio de interpolacién de f en los

puntos xg = —1 y 1 = 1, se tiene que

f = Qllgoo(—11) = ~0.7698 < 1. g

4
3V3
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Ejemplo 6.6. Consideremos nuevamente la funcion del ejemplo 6.3, es decir,
f((E) = |‘le7 [_17 1]

tomando ahora como puntos de interpolacién los dados por las abscisas de Tcheby-
chev

(2k+1)m
T = COS
b 2(n+1)
para k = 0,1,...,n, donde n € N. En particular, para los valores n = 5, n = 10,
n = 15 y n = 20 los polinomios de interpolacién de f en {zg,21,...,2,} vienen

representados en la figura 6.7. Obsérvese que, a diferencia de lo que ocurria en el
ejemplo 6.3, ahora los efectos de borde desaparecen. g

—f(x)=Ix] ] 1 — 1()=Ix|

0.81 0.8}

0.6 0.6
0.4r 0.4r

0.2 0.2

of or

-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 -1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

—f()=Ix| —fx)=Ix|

15
0.8r

0.8}

0.6r 0.61

0.4r 0.4

0.2r 0.2}

or of

-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 -1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

Figura 6.7: Polinomios de interpolacién Ps(x), Pio(z), Pis(x) y Pao(x).
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6.3. Interpolacién mediante funciones spline

La palabra inglesa spline denota un instrumento flexible usado en dibujo técnico
que sirve para trazar curvas suaves (de hecho, algunas veces se traduce como
“trazador”); se trata de una regla que puede ser adaptada, flexiondndola, a la
forma que tome la curva que se desee dibujar. Precisamente, la propiedad de
adaptarse bien a formas dadas que tienen las funciones spline es lo que hace que
se les dé tal nombre.

Desde el punto de vista matemdtico, una funcién spline en un intervalo [a, ]
estd formada por polinomios definidos en subintervalos de [a,b] obedeciendo a
ciertas condiciones de regularidad. Concretamente,

Definicién 6.4. Sea A = {a = 29 < 71 < -+ < x, = b} una particion del
intervalo [a,b]. Sa : [a,b] = R es una funcidn spline de orden k € N asociada a A
si Sa € C*~!([a,b]) y Sa coincide en cada intervalo [x;, z;11], i = 0,1,...,n — 1,
con un polinomio de grado < k. g

Observacion 6.14.

1. Cuando se toma el valor k£ = 1 se obtiene una funcién lineal a trozos, es
decir, una poligonal.

2. En lo que sigue nos restringiremos al caso en que k = 3 pues, en la préctica,
las funciones spline ctubicas son las que se utilizan con mayor frecuencia. g

Notacién 6.4. Dado y = (yo,¥y1,--.,Yn) € R denotaremos por Sa(y,-) a
una funcién spline cibica de interpolaciéon que verifica

Sa(y,xi) = yi

parat=0,1,...,n. @

Observacion 6.15. Estas condiciones de interpolaciéon no determinan de forma
tinica una funcién spline ctibica. Por ejemplo, si tomamos y = (yo, y1, Y2, y3) € R*
entonces

azx® + axx? + arx + ag, € [0, 71]
SA(y, ) = b3z + bex® + byz + by, x € [v1,72]

c37® + cox? + c1x + o, T € [x9, 73]
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con Sa € C*([wo,z3]) v Saly,xi) = yi, i = 0,1,2,3. Por tanto,

agxg + 021'(2) + a1x0 + ap = Yo

azx} + agrt 4+ a121 + ag = Y1

b3x? + box? + bixy + by = Y1

b33 + box3 + biwa + by = Yo

C3T3 + com3 + c172 + o = Yo

03:0% + 02x§ +c1x3+co =Y3

3a3x? + 2a9w1 + a; = 3b3x? + 2box1 + by
3b322 + 2bowo + by = 3c333 + 2c072 + €1
6asx1 + 2a5 = 6b3x1 + 2by

6b3 s + 2by = 63Ty + 205.

Puede demostrarse que las 10 ecuaciones anteriores son independientes entre si;
como tenemos 12 incégnitas, el sistema anterior tiene dos grados de libertad. En el
caso general en que ¥y = (Yo, ¥1,--.,Yn) € R""! se obtiene un sistema de 4n — 2
ecuaciones (2n debidas a los valores que interpola Sa, n — 1 a la continuidad de
S\ vy n—1 ala continuidad de S%) con 4n incégnitas. o

Normalmente, para determinar univocamente las funciones spline se impone
uno de los siguientes tipos de condiciones:

a) Tipo I: SX (y,a) = SX(y,b) = 0. Se suelen denominar condiciones naturales.

b) Tipo II: S\ (y,a) = yi, S (y,b) = y,, siendo y{, y,, € R valores prefijados.
¢) Tipo III: SZ)(y,a) = SZ)(y, b), k=0,1,2.

Observacion 6.16. Las condiciones de tipo III se utilizan cuando se precisa
interpolar una funcién periddica de periodo b — a. Obviamente se tendrd yo = yy.
Por ello, estas condiciones se suelen denominar periddicas. o

6.3.1. Método de calculo de las funciones spline cubicas

Vamos a caracterizar la funcién Sa(y, -) a través de lo que denominaremos sus
momentos
_qn )
M; = SA (y7 37])

para j = 0,1,...,n. De hecho, vamos a probar que, conocidos los momentos de
una funcién spline cibica, ésta viene determinada univocamente a partir de ellos.
Posteriormente, veremos que los momentos estan también univocamente determi-
nados por los datos del problema. De esta forma, habremos probado la existencia
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v unicidad de la funcién spline cibica interpoladora con condiciones de alguno de
los tres tipos anteriores. Ademads, el proceso serd constructivo y proporcionara un
algoritmo de calculo de las funciones spline ctbicas.

Para cada j € {0,1,...,n — 1} vamos a denotar
hjt1 = zje1 — 5.

Como Sa(y, -) coincide en cada intervalo [z, ;1] con un polinomio de grado < 3,
la funcién S (y, -) coincide en cada intervalo [z;,2;41] con una funcién lineal que
puede ser descrita en términos de los momentos de Sa (y, -) en los valores extremos
del intervalo:

SAly, ) ZMjM+Mj+1x7Ij, T € [z, 2j41]. (6.18)
hja hjta
Integrando esta igualdad, para cada j = 0,1,...,n — 1, se obtiene
. _ )2 )2
Saly,z) = — jM + Mj+1M + 4, 7 € [rj,zim].  (6.19)
2hj 41 2hj 11
Integrando nuevamente obtenemos
i —x)3 x—x;)3
SA(y,l‘) = ]\4]‘M + ]\4]'_5_1u + A](x — .Tj) + Bj, S [J?j,l‘j+1].
6hj+1 6hj+1
Determinemos las constantes A; y B; para j =0,1,...,n — 1. Como
Sa(y,zj) =y;
entonces
Tiiq —x:)> h?
ijMjM—FBj:Mj g1 + B,
6h 41 6
x4 —x;)° h3
Yir1 = Mj+1M + Aj(wj41 — ;) + By = My =2 4 Ajhyya + By,
6h 1 6
de donde
h2‘+1
Bj =y; — M; ]6
y

1 h?+1
Aj =g Y1 = Bi — Mj——
j+1

1 h3 1 h3 1
. e - ML A J+
Iy (yg+1 yj + M 6 17

Yi+1 =Y hin
- - M1 — M;).
hj+1 6 ( j+1 J)
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Asf pues, para cada j € {0,1,...,n — 1}, podemos escribir

Saly @) = aj + Bj(w — x) + 75w — 25)* + 0;(x — 1;)%, @ € [25, 251
donde, utilizando (6.18) y (6.19), estos coeficientes vienen dados por
aj = Saly,z;) = y;

h; 1 —vy;  2M; + M;
g AN Vs Y Yy M j+1
BJ = SA(yv-Tj) M; D) +A] Iy 6

hj+1

_ SAy.z) _ M;

BT T T
_ SK,x) My — M,

0.
! 3! 6hj41

Es decir, para cada j € {0,1,...,n — 1}, se tiene que

-y 2M, 4 M,
Sa(na) =gy + (LW - 2 E
hjt1 6

hj+1> (v - ;)

M; M1 — M;

+7](a:—xj)2—|— 6l (x—a:j)g

para todo x € [z, j41).

La férmula anterior determina univocamente la funcién Sa(y,-) siempre y
cuando se conozcan sus momentos. Veamos a continuacion cémo efectuar el calculo
de los mismos.

Como la funcién Sa(y,-) € C*([a, b]) entonces, en particular, verifica

Saly,z;) = Saly,z}) (6.20)
para j =1,2,...,n— 1. Usando la relacién (6.19) con el valor de A; ya calculado,
para cada indice j € {1,2,...,n — 1}, se verifica que

_ hi  y;i—yj—1 hy
Saly,xj) = M5 + =——— hjj — 5 My = M)
Yi —Yi-1 |, hy h;
=S Yiml By Mgy
n, 3T
y
, n hjv1 | yj+1 -9y hin
SA(yv'rj ) = _Mj + ] — (Mj+1 — Mj)
2 his1 6
_ Y=Y hin M, — hj+1Mj+1.
hit1 3 6
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De esta forma, para j = 1,2,...,n — 1, la relacién (6.20) determina que
h; hj + hja hj1 Yit1 — Y Y —Yi-1
DM J J M. J M. — JJ J 9 J 6.21
6 Jj—1 + 3 J + 6 Jj+1 hj+1 h] ( )

Introduciendo la notacién

hjt1 h;
=, T ]_ — )\ = J
P byt M T bt by
y
d — 6 <yj+1yj yjyj—1>
J hj + hjt1 hjy1 h; ’
6
para j = 1,2,...,n — 1, y multiplicando por ———— la igualdad (6.21) se
hj+hjt1
transforma en
piMj—1 +2M;j + Aj My = d; (6.22)
para j = 1,2,...,n—1. Para ver lo que ocurre en los extremos (correspondientes a

j =0y j=mn)y, de esta forma, obtener otras dos ecuaciones, tengamos en cuenta
los diversos tipos de condiciones:

a) Tipo I: SX(y,a) = Sk (y,b) = 0. En este caso:

Mo = S4(.0) =0 = S5 (u.5) = M, = [y = M, =0}

Considerando
)\Ozdozun:dnzo

se verifica, obviamente,

2My + oM, = dp
(6.23)
,Uann—l + 2Mn = dn

b) Tipo II: S\ (y,a) = yi, Sh(y,b) = y,,. En este caso,

hi  y1—yo M

Yo = Sa(y, a) _MOE"F I —E(M1—Mo)
7M0%+y1h1y0* 1%
e
V= Sa(u0) = M, 2+ st By, )
R e Mo
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es decir,
hi hi Y1 — Yo
— My + —M — !
g ot g ih h 0
hn hn Yn — Yn—1
— M,,_ /M, =y —
6 m1t g Un Ton

6

— y llamando
hy

Tipo III: SZ) (y,a) = SZ)(y7 b), k =0,1,2. Las condiciones de tipo periédico
hacen que yy = y,,. De la propia definicién se verifica que

y, de la relacién S’ (y, a) = S\ (y,b), se obtiene

6
Multiplicando la primera expresién por T la segunda por
1

:E ylfyoi / 6 /
hl hl Yo Yn

v dy = — Yn — Yn—1
volvemos a obtener la relacién expresada en (6.23).

b,

Ao =pn=1,d
0= Mn 0 h

hi  yi—yo M b | Yn—Yn-1 h

—My— ——(M; — My) = M, — 2 (M, — M, _1);
3T g (M1 Mo) > T 5 ( 2
Como yyg = yn vy Mo = M, entonces
hi  yi—yn M hn  Yn —yn—1  hn
—M, 2 — LMy = M,) = My Yo Vst e g, ),
2 " o M ) >t 6 ¢ )
es decir,
hn hy + hy, hy Y =Yn  Yn —Yn—1
— M, _ M, + —M; = —
6 T T3 e T T o
Si multiplicamos la igualdad anterior por o h y denotamos
1 n
hl hn
)\nzia nzl_)\nzi
hi+ hy K hi+ hy,
y
g -6 Yi—=Yn _ Yn ~Yn—1
" hy+ hy h1 ha, ’
obtenemos

MnMnfl +2My, + A\ My = d,.
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Por otra parte, el hecho de que My = M, hace que podamos escribir la
ecuacion

Mo 4+ 2M; + MMy =d;y
como

2My 4+ M Mo + pi M, = d;.

De esta forma, con las notaciones anteriores, para las funciones spline de tipo I
y tipo II se obtiene el sistema lineal AM = d donde

2 X
M1 2 /\21 ) Mo do
H2 2
A= ST =Myt
Hn—1 2 )\n—l Mn dn
M 2

Para las funciones de tipo III (caso periédico) se llega al sistema A,M, = d,
siendo

2 A1 1251
p2 2 Ao M,y dy
ps 2 A3 M. d
Ap = . M= ydp= |7
Hn—1 2 >\n—1 Mn dn

Observacién 6.17.

1. Nétese que los valores A; y u; verifican que A\; >0, u; > 0, A;+u; =1 y son
independientes del valor y = (yo,y1,---,¥n) € R"™! (sélo dependen de la
particiéon A). En consecuencia, si necesitamos interpolar otra funcién en la
misma particién, basta que calculemos el nuevo vector d y resolvamos otro
sistema lineal con la misma matriz ya calculada.

2. Cuando los puntos de la particién A son equiespaciados entonces

N 2yi +yi—1
i=Hi= g 72
para todoi € {1,2,...,n—1}. g

y di = gl —

Teorema 6.8. Los sistemas AM =d y A,M, = d, admiten una inica solucion
para cada particion A de |a, b].

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que las matrices A y A, son de diagonal
estrictamente dominante, por lo que son inversibles. g
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La existencia y unicidad de la funcién spline cibica interpoladora se deducen
del teorema 6.8 y del hecho de que tal funcién estd univocamente determinada a
partir de sus momentos.

Corolario 6.4 (Existencia y unicidad). Sea A una particion del intervalo
[a,b] de la forma A ={a=z0 <z1 < <zp =0}, y= (Y0,Y1,---,yn) € R*!
y f:a,b] = R tal que

flai) =y
parai=0,1,...,n. Toda funcidn spline cubica de interpolacion Sa(y,-) que veri-
fique una de las tres condiciones siguientes:

a) Sx(y,a) = SA(y,b) = 0.

b) Sx(y,a) = f'(a), Sx(y,b) = f'(b).

¢) SV (y,a) =S¥ (y,b), k=0,1,2.
estd univocamente determinada. o

Ejemplo 6.7. Vamos a determinar la funcién spline cubica de tipo I que inter-
pola la siguiente tabla

Fey 1120 (6.24)
En este caso
ha 2 1
0 0 = H2 2 y Al by + ho 3 H1 1=3
y
di — 6 y2—y1 _ y1—y ) _6/=2 1 _ 4
"Thithe \ he hy 3\2 1 '
Por tanto, el sistema que obtenemos es
2 0 0
1 9 My 0
3 2 3 Myl =|—-4],
M, 0
0 0 2
que tiene como solucién My = My =0y M; = —2. La caracterizacién de Sa(y, -)
por sus momentos
i1 —y;  2M;+ M;
Saly,z) =y; + (%214 Yi _ J ; j+1 hj+1) (@ — ;)
j+1
M, M1 — M;
+ J(i)’] — $j)2 + M(x — :TJj)s, S [ZEj,IJCj+1], ] = O, 1
2 6hj+1
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donde {zg,z1, 22} = {0,1,3}, hace que (teniendo en cuenta que My = My = 0)

11—y M M, 3
S = —2h _ A OV
sn) = g0t (220 - B0 ) o)+ 30— 20)
1 =2 2 4 1
y
2M: M M .
Satne) =+ (250 = i) (@ - )+ e - Gl -y
-2 -4 -2 —
=2 — - —2 — D+ —(z -1 - =(z—-1)>3
H(F- T2 -+ P2 - -
1 2 1 3
:2+§(:1771)7(x—1) Jrg(zfl) , x €[1,3].
Es decir, la funcién spline de interpolaciéon buscada es
4 1
1+ -x— =28, x € [0,1]

SA(y,fL') = i) 3 1
2+§(x71) - (x71)2+6(x7 13, ze€ll,3]
y viene representada en la figura 6.8. o

25

-05 : : : : :
o o5 1 15 2 25 3

Figura 6.8: Funcién spline de tipo I que interpola la tabla (6.24).

Ejemplo 6.8. Vamos a hallar la funcién spline cibica de tipo II que interpola
la siguiente tabla

T —-1] o] 1] 3
flx) || -4] -1] 0 |20 (6.25)
f(zs) 6 — | — |22
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20

15¢

10¢

-5 . . . . . . .
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 6.9: Funcién spline de tipo II que interpola la tabla (6.25).

Compruébese que, en este caso, los momentos son
]\40:—87 ]\41:—27 M2:4 y M3:16

y que determinan la funcién

Saly,z)=a —a? +x—1, € [-1,3].
La grafica de Sa(y,-) viene dada en la figura 6.9. Nétese que la funcién spline
obtenida es el mismo polinomio de grado 3 en todo el intervalo [-1,3]. o

6.3.2. Convergencia en la interpolacién por funciones spline

Hemos visto que en la interpolacién de Lagrange los polinomios de interpolacién
no convergen a la funcién al tomar particiones arbitrariamente finas. En cambio, las
funciones spline convergen uniformemente a la funcién interpolada bajo hipGtesis
bastante generales.

Definicién 6.5. Sea A = {a = 290 < 21 < -+ < x, = b} una particién del
intervalo [a,b]. Se denomina didmetro de A a la cantidad

Q(A) = le’jngﬁ(—l ‘xj+1 — Z‘J| O

Observacion 6.18. Si los puntos de la particiéon A son equiespaciados se verifica
que o(A)=h. g
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Teorema 6.9. Sean A = {a =1z9 < 1 < - - < x, = b} una particién de [a,d]
de didmetro o(A) con la propiedad
od) g
541 — 2

para j =0,1,....,n—1, f € C*([a,b]) verificando
|fw)(x)| <L ze€ [a’b]v

y Sa la funcidn spline cibica que interpola o f en los puntos {xg,x1,...,Zn} con
la propiedad

Sa(y,a) = f'(a) y Sxly,b) = f'(b).
Ezisten constantes 0 < ¢; < 2,1 =0,1,2,3 (independientes de A) tales que para
todo x € [a,b] se verifica que

(@) = S3()| < e;LK(o(A))*!
para 1 =0,1,2,3.
DEMOSTRACION. Véase [St—Bu]. g
Observacién 6.19.
1. K mide la uniformidad de la particion.

2. En particular, si los puntos de la particiéon estan equiespaciados, se puede
tomar K = 1, obteniéndose

(@) = S3(@)] < Lk
para todo x € [a,b] e i = 0,1,2,3.

3. Si Ay ={a = :v(()k) < acgk) <<l = b}, k € N, son particiones del
intervalo [a, b] verificando

Ay,
lim o(Ar) =0y sup< max % <K,
ko0 k i 2l -2t

entonces las correspondientes funciones spline Sa, que interpolan a f en los
puntos de Ay y tales que

Sh,(a) = f'(a) y Sx,(b) = f'(b)
convergen uniformemente a f en [a,b]. También sus tres primeras derivadas
convergen uniformemente a las derivadas respectivas de f. o

A modo de ejemplo, a partir de la fotografia de la iglesia del arquitecto uruguayo
Eladio Dieste, utilizando tres funciones spline de tipo II que interpolan la tabla 6.2,
se obtiene la aproximacion de la cubierta dada en la figura 6.10.
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Figura 6.10: Iglesia de Eladio Dieste y cubierta aproximada.

TABLA 6.2:
Puntos de interpolacion para la cubierta de la figura 6.10
Lo [ e I e [y [ @& [ y |
0.0 314 20.0 30.4 24.2 37.8
7.0 30.4 22.0 34.0 31.0 35.8
20.0 30.4 24.2 37.8 38.0 31.0
29.0 20.0 41.5 25.0
31.6 16.0
35.5 14.4
F7(0.0) | —1.00 77(20.0) 2.50 f(24.2) | —1.00
f7(355) | —0.25 f7(2420) | 1.66 f(ars) | —171

6.4. Problemas

6.4.1. Problemas resueltos

6.1. Dada la funcién
f(z) = cosmz,

hallar el polinomio P que interpola a f en los puntos {0,0.5,1,1.5}.

SOLUCION. Tenemos que interpolar la tabla

T; 005 1|15
flx) || 1]0 -110

(6.26)
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Por la férmula de interpolacién de Newton para diferencias finitas con paso
h = 0.5 (véase la observacién 6.5), el polinomio de interpolacién de la funcién f
en los puntos {zg, z1,x2, x5} viene dado por
Af(zo) A?f (o)
h

P(z) = f(x0) + (x — mo) 2112

+ (& — xo)(z — x1)

A® f(xg)

+ (& —xo)(x — z1) (2 — xg)W

La tabla de diferencias finitas para f es

flwo) =1 | Af(wo) =—1 | A%f(zo) =0 | A%f(zo) =2
fl@)=0 | Af(z1) =—1 | A’f(z1) =2

flza) =1 | Af(x2) =1

flzs) =0

y viene representado en la figura 6.11. g

1pss
~7
\,
N\ —f(x)
0.5f N | P
\,
O,
/
N ’
-0.5} X ’
« g
-~ R4
S, .
S, ’
-1t Z -
_1.5 L L L L L
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Figura 6.11: Funcién f(x) = cosmz y polinomio de interpolacién de la tabla (6.26).

6.2. Sean f,g:[a,b] = Ry {xo,21,...,2,} puntos distintos del intervalo [a, b].
Si P y @ son, respectivamente, los polinomios de interpolaciéon de f y g en los
puntos {xg, 1,...,Tn}:
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(Es aP + 8Q (o, 8 € R) el polinomio de interpolacién de af + B¢ en los
puntos {zg,Z1,...,2,}7

. Es PQ el polinomio de interpolacién de fg en los puntos {zg, z1,...,2,}?

SOLUCION.

a)

6.3.

Claramente aP + 8Q € P,, y para cada i = 0,1,...,n se verifica
(aP + Q) (zi) = aP(z;) + BQ(z:)
= af(z;) + Bg(xi) = (af + Bg) (z:),

por lo que, por la unicidad del polinomio de interpolacién, aP + BQ es el
polinomio de interpolacién de af 4+ B¢ en los puntos {zg, 1,...,Tn}-

La respuesta es, en general, negativa puesto que, ahora, PQ € Ps,. Asi, por
ejemplo, si consideramos las funciones

f(SU) :g(x) =, T€c [071]

se verifica que P(z) = Q(x) = z es el polinomio de interpolacién de las
funciones f y g en los puntos {zg = 0,z; = 1}; en cambio (PQ)(x) = z?
no es el polinomio de interpolacién de la funcién (fg)(x) = 2% en los puntos
{xo = 0,21 = 1} dado que éste es Pi(z) = 2. o

Sean {xg,x1,...,2n} C Rcon x; # xj sii # jy f(x) = 2"t Calcular el

polinomio de interpolacién de f en los puntos {zg, z1, ..., 2, } utilizando la férmula
del error y determinar el término independiente de dicho polinomio.

SoLUCION. Aplicando la férmula del error en la interpolacién de Lagrange se
verifica que

n+1)
P () = mnn(x) T (2)

(véase (6.5)), ya que, en este caso

(@) = (n+1)!

De la expresion anterior se deduce que

P,(z) = 2" — I, ()

es el polinomio de interpolacién de la funcién f en los puntos {zg,z1,...,Z,}.
Nétese que P, € P, (ya que II,, es un polinomio ménico de grado n + 1) y el
término independiente de P,, es
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6.4. Sean {xg,z1,...,2,} C R puntos distintos y ¢; = L;(0), i = 0,1,...,n

siendo {Lg(x), L1(x),...,Ly(x)} los polinomios basicos de Lagrange. Demostrar
que
1 si =0
Zciwg: 0 si j=12,...,n
=0 (=D "zoxy--xn si j=n+1
y n
Li(z)=1, 2z €R. (6.27)
i=0

Concluir que si P, es el polinomio de interpolacién de una funcién f : [a,b] — R

en los puntos {zg,x1,...,2Zy} entonces se verifica que
Bu(x) = f(z) = Pa(z) =Y (f(z) — f(2:)) Li(x), © € [a,b]. (6.28)
i=0

SOLUCION. Por la férmula de interpolacién de Lagrange (véase el teorema 6.1)
se tiene que

n
Po(x) =) f(xi)Li() (6.29)
i=0
es el polinomio de interpolacién de la funcién f en los puntos {zg, z1,...,z,}. En

particular, si hacemos = 0 en la expresiéon anterior obtenemos que
n
Z cif (@i) = Pp(0).
i=0

Observamos que el polinomio de interpolacién de un polinomio de grado menor o
igual que n en n+ 1 puntos distintos es, por unicidad, el propio polinomio. De esta
forma, para:

a) j =0, tomando f(x) =1 se tiene que P,(x) =1 y, en particular, P,(0) = 1,

es decir,
n
Z C; = 1.
i=0
b) 1 < j < n, tomando f(z) = 2’ se tiene que P,(xz) = 27 y, en particular,
P, (0) =0, por lo que
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¢) 7 = n+ 1, tomando ahora f(x) = x"*! y aplicando el problema 6.3, se

obtiene que
n

n+1l __ n
E Gy = (=1)"zox1 - Ty
i=0

Por otra parte, si en (6.29) tomamos f(z) =1, como P,(x) = 1, entonces

Z LZ(Z‘) =1.
=0

La propiedad (6.28) se sigue de forma inmediata a partir de (6.27) y (6.29). ¢

6.5. Demostrar que los polinomios bésicos de interpolacién de Lagrange pueden
ser expresados en la forma

parai=0,1,...,n.

SOLUCION. Como

i=0 | =0
J#i
entonces, para cada i € {0,1,...,n}, se tiene que

I, (x;) = H (x; — xj) (6.30)

y, de esta forma,

=0
1L, (z) =0 iz
’ = n B = Ll(x) o
(2 — 1T, ()
(SC_J%)H(IZ_%') H(xz 5)
j=0 j=0
J#i J#i
6.6. Sean a > 0, {—xn, —Tp-1,...,—x1,0,21,...,2,} C [—a,a] y Pa, el poli-
nomio de interpolacién de una funcién f : [—a,a] — R en los puntos anteriores.

Demostrar los siguientes resultados:
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a) Si f es una funcién par (respectivamente, impar) entonces Ps, es par (res-
pectivamente, impar).

b) Si f es una funcién par existe Q,, € P, tal que Py, (z) = Q,(2?). {Quién es
Q.7 ;Qué utilidad tiene esto?

SOLUCION.

a) Trataremos tnicamente el caso en que f es una funcién par (el caso impar

se aborda de forma andloga). Consideremos el polinomio
P(z) = Py, (—x).
Claramente P € Po,, y verifica, por ser f par,
P(IL‘Z) = Pgn(fml) = f(*l‘z) = f(l‘z), = 1,2, ey
P(0) = P,n(0) = f(0)
y
P(*IL‘Z) = Pgn(l'z) = f(l'z) = f(*l’i), 1= ]., 2, ey N
Consecuentemente, Ps,(—2z) es el polinomio de interpolacién de f en los
puntos
{_‘Tnv —Tp—1y--+ _mlvovmlv ey xnflvxn}
y, por unicidad,
Pop(z) = Pan(—2)

por lo que se verifica que Ps,, es una funcién par.

b) Al ser f una funcién par sabemos, por el apartado anterior, que Ps, es

también una funcién par que puede factorizarse, por tanto, en la forma

n

P2n(37) = anH (.TQ - 0412)

i=1

(téngase en cuenta que si un niimero « es raiz de un polinomio par también
es raiz el opuesto —a). De esta forma

PZn(x) = Qn($2)

siendo

Qu() = an [] (@ = a?) € ..

i=1
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Ademi4s, como
Q@n(0) = P, (0) = £(0)
y
Qn(@) = Pon(x:) = f(2:)
para i = 1,2,...,n, se tiene que @, es el polinomio de interpolacién de
Lagrange de la tabla

2 2
0 1 5

fO) | fla) | -+ | flzn)

La utilidad de lo anterior es que, para calcular el polinomio Ps,,, podemos
calcular @,, (que es un polinomio de grado la mitad que el anterior) y luego
cambiar la variable x por z2, con el consiguiente ahorro de operaciones. g

6.7. Demostrar que si f € C([a,b]) v existe f'(z;) para algin x; € [a, b] entonces

la funcién
flz,z;] si x#ay
g(x) =

fl(xy) si x=uay

es continua en el intervalo [a, b] (lo que permite definir la diferencia dividida f[z, z;]
en todo punto del intervalo [a,b]). ;Tiene f[x,z;] alguna propiedad similar a la
formula de Leibniz (o) = @' + oip'?

SOLUCION. En primer lugar, como g es continua en [a, b]\{z;} (por serlo f) y

i o) = Ji Slovr) = i =T = ) =

se tiene que la funcién g es continua en todo el intervalo [a, b].

Por otra parte, denotando h(z) = f(x)g(x), se verifica que

_ f@)g(x) = f(@)g(i) + fz)g(x:) — f(zi)g(xi)
) = o(e) | @)= Sl

= f(z)glz, zi] + flz, z:i]g(x:).

Anélogamente se cumple que

(f9)lw, ] = flo, wilg(x) + f(wi)g[z, ). o
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6.8. Sean {xg,z1,22,...} C R tales que x; # z; si i # j. Demostrar que para
cada i € NU {0} y para cada m € N se verifica que

m
A™ f(x;) = Z ( ) (Tmyi—k)-
k=0
SoLucIiON. Fijado el indice ¢ procedemos por induccién sobre m:
i) Para m =1 el resultado es obvio, pues Af(z;) = f(xit1) — f(x;).
i1) Supuesto cierto el resultado para m — 1 lo probamos para m. Por definicién,
A f(xi) = A" f(2ig1) — AT f ()
por lo que, aplicando la hipétesis de induccién, se tiene que

m—1 _1 m—1 m—1
Amf 1'7 = < >f(xm+i—k - Z *1 k( )f(xm—1+i—k)

k=0

B S

k=1

HOM

o

=0

e E ()

«4%(f)f@mﬂ_w

donde se ha utilizado la siguiente igualdad entre niimeros combinatorios:

m—1 m—1  (m—1) (m—1)!
( 2 >+(k—1>_k!(m—1—k)!+(k—1)!(m—k)!
(m—k)(m — 1)+ k(m — 1)!

k\(m — k)!

_m(m—1)! m! _(m
T E(m—k)! El(m—k)! (k) o

+

-1

(fl))fumﬂ_w+<nmf@»

I
NE

>
Il

0

6.9. Férmula baricéntrica para el polinomio de interpolacién. Sean f : [a,b] - Ry

{zo,21,..., 2} C [a,b] con z; # x; si i # j. Denotando por
n
1
w; =
J];E T; — Ty
J#i
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para ¢ = 0,1,...,n, demostrar que el polinomio de interpolacién de la funcién f
en los puntos {xg,x1,...,x,} puede expresarse en la forma
n
K3
x
; @)
Py(z) = = (6.31)
> =
im0 LT i

SOLUCION. Esta forma de escribir el polinomio de interpolacién puede resultar
de utilidad si se necesita evaluar el polinomio en una gran cantidad de puntos.
Noétese que, una vez calculados los n + 1 ntimeros w;, la evaluacién del polinomio
P, en un punto z exige del orden de 5n operaciones.

Con la notacién aqui introducida, podemos escribir

=0 T; — Ty i=0 Tr — I;
JFi J#i
parai=0,1,...,n. Asi, usando (6.27), se tiene que
" f(xi)Li(x) f(xi)mﬂn(x)
Pu(a) =) flai)Li(z) = =5 = =5
=0 Li(a) — 1L, (2)
i=0 i—o LT

de donde se deduce (6.31) sin més que dividir numerador y denominador por
Hn(.’B) ]

6.10. Lema de Aitken. Sean Q = {xg,x1,...,2,} v S,T subconjuntos de Q tales
que SNT =T —{x;} =S5 —{x;} con i # j, es decir, Sy T tienen todos sus puntos
en comun salvo z; € S'y x; € T. Demostrar que

(zi —2)PT(2) — (z; — 2) P5(x)

)

PSUT z) =
( ) Xr; — {Ej
donde P? denota el polinomio de interpolacién de la funcién f en los puntos del
conjunto A.

SOLUCION. Por hipétesis, S y T tienen la misma cantidad de puntos. Denotemos
por
(z;i — 2)P" (x) — (z; — 2) P*(2)

xi—xj

P(x) =
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Por un lado, si P¥, PT € P,, entonces P € P,,,1. Ademis,

P(z;) = P5(x;) = f(s),

P(zj) = P"(x;) = f(z;)
y, como P (x;,) = PT(x},) = f(xx) para k & {i, j}, se verifica que
(i — x) f (k) — (xj — o) f (@)

Iiij

P(.I‘k) = = f(xk)
Consecuentemente, como P € P, 11 e interpola a f en todos los puntos de SUT
entonces P = PSYT,

6.11. Algoritmos de Aitken y de Neville. En este problema se presentan dos al-
goritmos clédsicos para evaluar el polinomio de interpolacién en un punto dado
(obviamente, sin construir previamente dicho polinomio):

a) Algoritmo de Aitken. Se consideran los polinomios P** definidos como

Pi’()(x):f(%), 1=0,1,...,n
Y parak:l,?,...,n

(2 — )P~ (@) — (w1 — @) PP (2)

P (@) = Ti — Th_1
i _

,i=kk+1,...,n.

Probar que P* es el polinomio de interpolacién de f en el conjunto de puntos
{zo,21,..., k-1, x;} para k =0,1,...,n, i =k, k+1,...,n. En particular,
P™™ es el polinomio de interpolacién de f en los puntos {xg, 21, ..., Zn_1,Tn}
i, Cémo se calcularia el valor del polinomio de interpolacién en un punto a?

b) Algoritmo de Neville. Se consideran los polinomios P** dados por

PYO(x) = f(a),i=0,1,...,n
y,parak=1,2,....n

(i — )P~ Y (@) — (2iop — ) PP (2)
T — Ti—k

PR (z) = Ji=kk+1,...,n.
Demostrar que P“* es el polinomio de interpolacién de f en los puntos
{Tik,Ti—kt1,...,2;} parak=0,1,...,n,i=k,k+1,...,n. En particular,
P™™ es el polinomio de interpolacién de f en los puntos {xg, 21, ..., Tpn_1,Tn}-
Cémo se evaluaria el polinomio de interpolacién en un punto «o?
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SOLUCION.
a) Demostramos el resultado por induccién sobre k:

i) k = 0. Evidente, pues P*%(z) = f(x;), i =0,1,...,n.

i1) Suponemos cierto el resultado para k y lo probamos para k + 1. Por el
lema de Aitken (véase el problema 6.10), el polinomio P***! interpola
a f en los puntos

T S

{zo,w1,...,2p_1, 2} U{mo, 21, ..., 21,25} = {20, 21,.. ., Tk, T4}

Para evaluar el polinomio de interpolaciéon en un punto z = « basta construir
la siguiente tabla triangular

e
yQD y21 22
Y Y
ynO ynl y'n2 ynn

donde

El valor buscado es y™".
b) Procedemos nuevamente por induccién sobre k:

i) k = 0. Evidente, pues P*%(z) = f(x;), i =0,1,...,n.

i1) Suponemos cierto el resultado para k y lo probamos para k+ 1. El lema
de Aitken concluye que el polinomio P*»**1 interpola a f en

T s
ik, i, i J UL, T g1y T}
es decir, en los puntos {z;_r—_1,Ti—g,...,T;}.
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Para evaluar el polinomio de interpolacién en un punto x = « basta construir
la misma tabla triangular del apartado a) donde, ahora, los valores de y**
vienen dados por _
Yy = f(x;),i=0,1,...,n
y,parak=1,2,...,n
; T — )yt bR (e — gkl
ylk:(l )y (@i )y Ji=kk+1,...,n
Ti — Ti—k

Nuevamente, el valor buscado es y"". g

6.12. Interpolacion de Lagrange en dimensién 2. Consideremos un dominio rectan-
gular Q = [a, b] x [¢, d], una funcién f: Q@ = R, {z¢,21,...,2,} C [a,b] con z; # z;
sii# je{yo,y1,---,Ym} C[c,d] cony; #y; sii#jy el mallado

A={(z;,y;) ER*: i=0,1,...,n, =0,1,...,m}.

a) Demostrar que el polinomio

n m

nm l‘ y Z f zlayj L (I)Lmj(y)

=0 5=0

donde L,; ¥y Lq; son los polinomios de interpolacién bésicos de Lagrange,
es decir,

n
T — Tp Y— Yk
L"i(w):]-_-[x—mk Y iy Hy_yk
—o Ti j
e o

verifica las (n + 1)(m + 1) condiciones de interpolacién
parai=0,1,...,nyj=0,1,....m

b) Probar que si el polinomio

n

Z apzly® (6.33)

=0 k=0

se anula en todos los puntos (z;,y;),4=0,1,...,n,j =0,1,...,m, entonces
Q(z,y) es idénticamente nulo.

¢) Deducir un resultado de existencia y unicidad del polinomio de interpolacién
de Lagrange para funciones de dos variables.
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d) Como aplicacién, hallar el polinomio que interpola la siguiente tabla
l “ :C()Zfl ‘ 1'122 ‘ 1’2:4 ‘
vo=1| f(®o,y0)=1 | f(z1,90) = -1 | f(z2,90) =1
1 =2 | flzo,y1) = -1 | flz1,y1) =0 | f(z2,9n) =3
SOLUCION.

a)

La relacién (6.32) se obtiene directamente a partir de la propiedad
Lypi(zx) = ik Y Limj(yx) =
que tienen los polinomios Lp;(x) ¥ Lum;(y)-

Para cada j € {0,1,...,m} consideramos el polinomio
n
gj(x) = Q(xz,y;) = Y _ by
1=0

siendo

blj = Z alky;-“. (634)
k=0

Como polinomio de una sola variable = que es, g; € Py, y tiene n 4 1 raices
distintas pues, por hipétesis,

¢j(zi) = Q(x4,y;) =0

para ¢ = 0,1,...,n. Consecuentemente, por el teorema Fundamental del
Algebra se verifica que g; = 0. Por tanto, se tiene que

bij =0

paral=0,1,...,ny 7 =0,1,...,m. De esta forma, la expresién (6.34) nos
indica que los polinomios

m
aly) = Z any"
k=0

para Il = 0,1,...,n, tienen, todos ellos, las m + 1 raices {yo,y1,---,Ym};
consecuentemente, son todos nulos. Luego se verifica que

alkZO

paral=0,1,...,ny k=0,1,...,m, es decir, Q = 0.
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¢) Pnom(z,y) es, gracias al apartado a), un polinomio de grado < n en z y grado
< m en y que interpola la funcién f en los puntos del mallado A. Veamos
que es el dnico, esto es, que si Py (z,y) y P2(x,y) son dos polinomios de grado
<mnen zy grado < m en y verificando

Pi(zi,y;) = f(@i,y5) = Pa(xi,y5)

para ¢ = 0,1,...,ny 5 = 0,1,...,m entonces P; coincide con P,. Basta
considerar el polinomio

Q(x7y) = Pl('ray) - PQ(Z‘,ZJ)
que es de la forma (6.33) y verifica que
Q(wi,y5) = Pi(zi,y;) — Pa(wi,y5) =0

parai=0,1,...,ny j=0,1,...,m, por lo que el apartado b) asegura que
@ =0y, por tanto, P, = P5.

d) De la definicién se obtienen los polinomios bésicos de interpolacién de La-
grange que, en este caso, vienen dados por

L) = oo -y = 15D
Luoly) = —- =2
Lu(y) = yyl__y;() 1
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es, en nuestro caso concreto,
Poy(z,y) = (L1o(y) — L11(y)) Lao(z) — Lio(y)La1(z)

(Lioly) +3L41(0) Laa(®) = 12 = 2) (& = 4)(3 — 20)

S )=~y + @+ ) - 2) 2y - 1)
1 ((3y — 13)2% +3(21 — 11y)z + 2(12y — 7)) .

+
+
=730

w

La figura 6.12 muestra la grafica del polinomio de interpolacién anterior. n

15

Figura 6.12: Interpolaciéon de Lagrange en dimensién 2.

6.13. Demostrar que el polinomio de Tchebychev T, (z) tiene grado n y coefi-
ciente director 2"~! para cada n € N.
SOLUCION. Recordemos que los polinomios {T},(z)}32, vienen dados, de forma
recursiva, por

To(z)=1,Ti(z) ==

Tnt1(z) = 22T (x) — Th—1(x), n € N.
Probamos el resultado por induccion:

i) Para n = 1 el resultado es obvio, pues el polinomio Tj(x) tiene grado 1 y
coeficiente director 20 = 1.

i1) Supuesto cierto el resultado hasta un n € N arbitrario, es decir,

Ty(x) = 28712k 4ty (2)
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parak =1,2,...,n, con ty_1 € Pi_1, el polinomio T, 11(x) se obtiene como
Toi1(x) = 22T, (z) — Trior ()
=2¢(2" 12" +t, 1 (2)) — (2" 2"+t (7))
= ongntl 4 tn(x)

con t, € P,, que es el resultado buscado. g

6.14. Demostrar que si P(z) = a,a" + p_12" P+ -+ a1z 4+ ag € P, con
an # 0 entonces

(b—a)"
[P0 (a,p) = \an|w

y, ademds, para todo z € [a, b], se verifica que

(b—a)" )" 2 —a—b
HPHLOC(G,,Z)) = |an|w = P(I) = Qp, 22”71 Tn b* w .

SOLUCION. Mediante el cambio de variable

_2r—a-—b
¥y= b—a

transformamos el intervalo [a,b] en [—1,1]. Como

a+b b-—a
entonces
n __ 1 n __ (b_a/)n a“rb "
b—a\"
=(2) y" + qn-1(y)

con ¢,_1 € Pn_1. De esta forma, podemos escribir P como

b—a\"
P(x):anx"+an—1m"1+--~+a1$+ao=an< 9 ) Q(y)

siendo ) € P*. Aplicando el teorema 6.6 obtenemos

m 1
HQHLOO(fl,l) > |7 HLOO(fl,l) T on—1°
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lo que implica que

—a)” b—a)" 1 (b—a)”
||P||Loo(a,b) = ‘an|T HQ”Lw(—l,l) > |an| on  gn-1 = |ay| 92n—1

Ademss, por la observacion 6.10, se verifica que

QLo —1,1) = 1T L 21,1y & Q) = T (2)

b— " Tn(y)
= an 2 on—1
(b—a)” 2r—a—10
= O e Tn b—a -0

6.15. Sea f € C""1([a,b]). Demostrar que los puntos de interpolacién

- _a+b+b—acos(2k+1)7r
P 2 2(n+1)

para k = 0,1,...,n minimizan la cota del error en la interpolacién de la funcién
f en el intervalo [a,b] y que para cada x € [a,b] se tiene que

Bl = 7(0) = Palo)] < e |47
n n 92n+1(n + 1)! Lo (a,b)

SOLUCION. Basta considerar el cambio de variable

_2r—a-—b o po a+b+b—a

- T2 2

que lleva el intervalo [a, ] al [~1,1] (y viceversa) y la funcién f : [-1,1] — R dada
por

~ a+b b—a

Fn = 1) =1 (52 + 25 %)

que verifica f € C"1([=1,1]) y

) = (l”';“)kf“ (52 +25%) - (b;a)kf’“)(x)
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para k=0,1,...,n 4 1. Por el teorema 6.7, las abscisas de Tchebychev

2k + 1)m

Y = COS 2+ 1)

determinan la cota minima del error en la interpolacién para la funcién f en el
intervalo [—1, 1]. Llamando P, (x) al polinomio de interpolacién de la funcién f en
los puntos

a+b b-—a a+b b-—a (2k + )m

T Ty T Ty e T Ty T Ty S
para k =0,1,...,n, es facil comprobar que
Po(z) = Pa(y)
donde ﬁn(y) es el polinomio de interpolacion de fen los puntos {yo,y1,-..,Yn}-

Por tanto, _ _
En(z) = f(z) — Pu(z) = f(y) — Puly)

y los puntos {zg,x1,...,2,} son los que minimizan la cota del error en la inter-
polacién de f en el intervalo [a,b]. Ademés, para cada x € [a, b], se tiene que

~ ~ 1 ~
B0l i - P < gt |
B0 = 1) = Pa)) < g 174
n+1
-t (552)
2n(n+1)! 2 L5 (a,b)
_ (b—a)"tt ’ fn+1)H .
22n+1(n 4+ 1)! Lo°(a,b)
6.16. Sean A, p € R.
a) Determinar los valores de A y u para que
Az (2% + 1), 0<z <1
S(z) =
“Axd +px? bz +1, 1<x<2

sea una funcién spline ctibica.

b) Con los valores de A y u obtenidos en el apartado a), jpuede ser S una
funcién spline cubica de interpolacién de la funcién

f)=2*0<x<2

respecto de la particiéon A = {0,1,2}7
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SOLUCION.

a) Para que S sea una funcién spline ctibica debe cumplir:

{ S € C2([0,2])

S es un polinomio de grado < 3 en los intervalos [0,1] y [1,2].

Como la segunda condicién se cumple independientemente de los valores de
Ay i, usaremos la primera:

i) Continuidad de S.
S17)=S1") & 2X = —6A+pu+1 < pu=8\—1. (6.35)

i1) Continuidad de S’. Como

(322 + 1), 0<z<l1
S'(x) =
3 x? +2uxr -5\ l<zr<?2
entonces
S'17)=8"(1") & 4\ = -8\ +2u & u=06\ (6.36)

De las relaciones (6.35) y (6.36) se obtiene que

p=8x—-1 1
>\:— =
{#6)\ < 5 ¥ H=3,

por lo que la funcién S viene dada por

1
558(5024’1), 0<z<1

1

S(a) = i
—53334—31‘2—53:4-1, 1<z<2

(véase la figura 6.13). Nétese que para estos valores de A y u se tiene que

3z, O<ax<l1
S"(z) =
—3r+6, 1<zr<2

por lo que S”(17) =3 = §”(1%) y, por tanto, S € C?([0,2]).
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4

35F |—f(x)

3t 7
25¢ 7
;| )
1.5}
1t

0.5¢

-
=

= L

O(/ Il Il Il Il Il
0 025 05 075 1 125 15 175 2

Figura 6.13: Funcién f(z) = 2® y funcién spline de tipo I.

b) Como se verifica que

f0)=0=15(0), f(1)=1=501) v f(2)=4=5(2)

entonces S es una funcién spline cibica que interpola la funcién f(z) = x2

en los puntos de la particién A = {0, 1,2}. Como, ademas,
S"(0)=0=95"(2)

entonces S es una funcién spline cibica interpoladora de tipo I. g
6.17. Sea A ={a =19 <1 <--- <z, = b} una particién del intervalo [a, b].
Demostrar los siguientes resultados:

a) Sin <4 toda funcién spline cibica que verifique
M) =SYb)=0 (6.37)
para k =0, 1,2, es idénticamente nula.

b) Si n = 4 la anterior funcién spline cibica estd univocamente determinada
por el valor que tome en 5.

SOLUCION.

a) Distinguimos los posibles casos que pueden presentarse:
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i) n=1. En este caso, s6lo son necesarias cuatro de las seis condiciones
dadas. De hecho, vamos a probar que

S%(a) = S%(b) =0
SA = en a’b , )
{ Sa(a) = Sh(a) =0 = Sa=0 en [a,b] (6.38)

lo que nos serd de utilidad en los restantes casos. Puesto que S es una
recta en [a,b] y
SK(a) = SA(b) =0,

la funcién SX es nula en [a, b]. Por tanto, S\ serd una constante, nece-
sariamente nula, por ser S\ (a) = 0. Asi, la funcién Sa es una constante
en [a,b]; como S, (a) = 0, dicha constante es nula.

it) n.= 2. Puesto que
Sa(a) = Sa(b) =0,

el teorema de Rolle asegura la existencia de un punto & € (a,b) tal
que Sh(&) = 0. Como S, (a) = 0, nuevamente el teorema de Rolle
implica que existe &2 € (a, &) con SX (&2) = 0. Por tanto, la funcién S%
tiene tres raices distintas (a, & y b) en [a, b]; consecuentemente, en uno
de los intervalos [a, z1] o [z1,b] tendra dos raices y, por ser una recta,
serd idénticamente nula. Supongamos que esto ocurre en [a,z1] (en el
otro intervalo, la argumentacién seria andloga). Puesto que SX = 0 en

[a,z1], en particular,
Sa(a) = SA(z1) = 0;

como, ademas,
Sa(a) = Si(a) =0,
gracias a (6.38) se tiene que Sa = 0 en [a, 1]. El hecho de que la funcién
Sa € C?([a,b]) hace que
M (21) =0 (6.39)

para k =0,1,2 y, por el caso n = 1, se concluye que Sa =0 en [a, b].

11) n = 3. A partir de las condiciones (6.37) se llega, andlogamente, a que
la funcién SX tiene dos raices distintas en el intervalo abierto (a,b).
Como ademaés

Sx(a) = SA(b) =0,
la funcién S) tendrd dos raices distintas en uno de los intervalos [a, z1],
[z1,x2] 0 [x2,b], es decir, SX = 0 en alguno de estos tres intervalos. Si
esto ocurre en el intervalo:
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a) [a,z1], como en el caso n = 2, se tiene que

{ S4(a) = S4(21) = 0
Sa(a) = Sh(a) =0

por lo que (6.38) asegura que Sa = 0 en [a,x1]. Nuevamente, por
ser Sa € C%([a, b)), se tiene la propiedad (6.39), por lo que el caso
n = 2 determina Sa =0 en [a, b].

B) [x1,x2], como por un lado se tiene que SZ) (a) =0, k=0,1,2y
S% (z1) = 0, la propiedad (6.38) implica que

Sa =0 en [a,z1]. (6.40)

Por otra parte, como S?(b) =0,k=0,1,2y SX(z2) =0, el resul-
tado simétrico a (6.38) (que se prueba de forma andloga) asegura
que

Sa =0 en [x2,b]. (6.41)
A partir de (6.40) y (6.41) y puesto que Sa € C%([a,b]), aplicando
el resultado para n = 1 se concluye que Sa =0 en [a, b].

v) [x2,b], se argumenta de forma similar al caso en que las raices se
hallan en el intervalo [a, 1].

b) Sean S} y S% dos funciones spline ctibicas verificando (6.37) y

Sa(w2) = SA(w2).
Para probar que SA = S consideramos la funcién
Sa(w) = Sa(w) — SA(2)
y veamos que es la funcién idénticamente nula. Como
Sa(a) = Sa(xg) = Sa(b) =0

la funcién Sa tiene tres raices distintas en el intervalo [a,b], por lo que,
aplicando el teorema de Rolle, la funcién S\ tiene, al menos, dos raices
distintas en (a,b); como ademés

Sa(a) = Sh(b) =0,

la funcién S’y tiene cuatro raices distintas en el intervalo [a, b]. De esta forma,
aplicando nuevamente el teorema de Rolle, la funcién SX tiene, al menos,
tres raices distintas en (a,b); como ademds

SX(a) = SA(b) =0,
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la funcién S tiene, al menos, cinco raices distintas en el intervalo [a, b]. Por
tanto, existe ¢ € {0,1,2,3} tal que la funcién SX tiene dos raices distintas
en el intervalo [z;, z;41]. Ahora bien, como S\ es una recta en el intervalo
[%i, x;+1] entonces SX = 0 en [z;, z;+1]. Razonando como en el apartado a),
distinguiendo los cuatro casos posibles, se deduce el resultado. g

6.4.2. Problemas propuestos

6.18. Consideramos la funcién f(x) = e®. Utilizar las férmulas de Lagrange y de
Newton para obtener el polinomio de interpolacién de f en los puntos

{-2,-1,0,1,2} y {-2,-1,0,1,2,3}.

6.19. Si{zo,z1,...,2,} C Rsonn+1 puntos distintos, hallar el valor que toma
la diferencia dividida Plzg,1,...,Z,] cuando P € P,.

1
6.20. Considerando la funcién f(z) = —, demostrar que
x

flzo, x1, ... a0 = (71)”1_[ i

6.21. Si Ty (x) denota el polinomio de Tchebychev de orden k, probar que para
todo n,m € NU {0} se verifica que

T, (T () = T (), z € R.

6.22. Demostrar que las raices del n—ésimo polinomio de Tchebychev T, son
simétricas respecto al punto 2 = 0. Deducir que T}, se puede escribir como Py (x?)
o 1P (2?), segin que n = 2k o n = 2k + 1, donde Py € Py.

6.23. Decidir si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién relativa a los polino-
mios de Tchebychev: “si n es un divisor de m entonces cada raiz de T;, es también
raiz de T,,,)”.

6.24. Sea A ={zrg=a <1 <--- <z, = b} una particién del intervalo [a,b] ¥
Sa(y,-) la funcién spline ctubica de tipo I que interpola las componentes del vector
v = (Y0,%1,---,Yn)T. ;Qué deben verificar los valores {yo,¥1,...,yn} para que
Sa(y, ) coincida en todo el intervalo [a,b] con un polinomio P € P3?

6.25. Demostrar, a partir del teorema de Rolle, la unicidad de la funcién spline
cubica de interpolacién de los tipos I y II.
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6.26. A partir de una particién A = {zg = a < 1 < --- < x,, = b} del intervalo
[a, b] se considera el espacio vectorial S de las funciones spline ctibicas de tipo I
asociadas a dicha particién y las funciones {Sp, S1,...,S5,} de S definidas por

Si(zj) = dij

parai,j = 0,1,...,n. Demostrar que B = {Sp, S1,...,S,} constituye una base de
S y deducir que si Sa(y,-) es una funcién spline ctubica interpoladora de tipo I
entonces

Say,z) = Z YiSi(x).

6.5. Practicas

6.1. Escribir un programa en MATLAB que calcule el polinomio de interpolacion
de Lagrange de una funcién en unos puntos dados mediante la formula de Newton,
que permita afiadir nuevos puntos de interpolacién (de uno en uno) y que dibuje
la funcién y el polinomio de interpolacién obtenido.

6.2. Hacer una versién del programa anterior que sirva para interpolar los valores
de una tabla dibujando el polinomo de interpolacion y los valores interpolados.

6.3. Programar el cdlculo de una funcién spline cibica interpoladora de una
funcién dada, dibujando ambas funciones.

6.4. Hacer una versiéon del programa anterior que interpole los valores de una
tabla, dibujando la funcién spline cubica obtenida y los valores interpolados.

6.5. Calcular los polinomios de interpolacion de Lagrange de grados 5, 10, 15 y

20 de la funcién
flx) =ex L x € 33
P T ) 279

tomando, por una parte, puntos equiespaciados y, por otra, las abscisas de Tcheby-
chev. Comparar graficamente los resultados.
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7.1. Introduccidn

En el capitulo anterior se vio cémo el polinomio de interpolaciéon de Lagrange de
una funcién f se manifiesta como una 1util herramienta cuando se quiere aproximar
el valor de la funcién en puntos donde dicho valor es desconocido. En este capitulo
haremos uso de esta herramienta para resolver dos problemas clasicos del Analisis
Numérico como son la diferenciacion y la integracién aproximadas. En ambos casos,
la idea basica serd la misma: aproximar la derivada de la funcién en un punto y
la integral de la funcién en un intervalo, mediante la derivada en dicho punto de
su polinomio de interpolacion y la integral del polinomio de interpolacién en dicho
intervalo, respectivamente.

Trataremos en una primera seccién el problema de la diferenciacién numeérica
y en la siguiente el de la integracién numérica.

7.2. Diferenciacion numérica

La aproximacién del valor de la derivada de una funcién en un punto no es,
hoy en dia, objeto del que se deba ocupar la diferenciaciéon numérica; los paquetes
de célculo simbdlico (por ejemplo, el comando diff de MATLAB) proporcionan la
expresiéon de la derivada y, por tanto, basta con evaluar dicha expresién en el
punto dado. Muy diferente es el caso en que tan sélo se conozcan los valores de
la funcién en algunos puntos, pues aqui las férmulas de derivacién aproximada si
seran de gran utilidad. El estudio tedrico de la diferenciacién numérica y del error
en la derivaciéon desempena un papel de gran relevancia en el tratamiento de los
métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales y del método de las diferencias
finitas (véase el problema 7.3).

Veamos, mediante un ejemplo, como pueden obtenerse, de forma sencilla, for-
mulas de derivaciéon aproximada e, incluso, el error cometido en esta aproximacion.
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Ejemplo 7.1. Vamos a aproximar la derivada primera de una funcién f, que su-
ponemos regular, en un punto x utilizando los valores de la funcién en dos puntos
x y x + h. Para ello hacemos un desarrollo de Taylor de segundo orden

Flao+h) = £(2) + hF' (@) + o716,

que determina
f(il' + h]z - f(x) _ f/(il’) + gf//(g)

Por tanto, la férmula

Py~ TR IE)

aproxima la derivada primera de f en x con un error

h

B=[5r0| < 2

donde denotamos

_ ")
M, Iex, ‘f ()

=[|]

para k € N. No obstante, podemos encontrar otra férmula maéas exacta que la
anterior si conocemos el valor que toma la funcién f en los puntos x —h, x y =+ h.
En efecto, como

L°(a,b)

2 3
Pl h) = @)+ hf' () + o (@) +

h? h3
f(x=h) = f@) = hf'(@) + 5 f" (@) = " (),
restando ambas expresiones y dividiendo por 2h obtenemos
f(.l?—Fh)—f(.Z‘—h)_ / h2 " " gl h2 "
- = /(@) + U + 1) = (@) + - 1"(0)

donde hemos aplicado el teorema de los Valores Intermedios a la funcién . Asi,

la férmula et h) - f( n)
, = — f(x —

aproxima la primera derivada de f en el punto x con un error

(7.1)

h2

E:‘
6

f”’(&)‘ < %h%
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Anélogamente se pueden hallar formulas de aproximacién para las derivadas su-
cesivas. Por ejemplo, a partir de los desarrollos

/ h? " h? " h i)
fla+h) = f(z) + hf'(2) + 5 f"(2) + = " (@) + 5,7 ()
y
2 3 4
flo = h) = (@) hf' () + o (@)~ o @)+ o F0 )
obtenemos
Jea W 2 H@ 2 T@ =1 _ iy 4 B roe) + )
h2 i) iv)
)+ Ef (©) —; [ ()

_ g h? iv)
=f ($)+Ef (0)

a partir del teorema de los Valores Intermedios aplicado a la funcién ). De esta
manera, la férmula

flz+h)—2f(x) + f(z —h)

7(x) =~ L (72)
aproxima la segunda derivada de f en el punto x con un error
M.
w) 4 h
p=|Lrme|< e

Las férmulas (7.1) y (7.2) son las més utilizadas para aproximar las derivadas
primera y segunda, respectivamente, de una funcién en un punto. No obstante,
se pueden deducir otras férmulas de derivacién aproximada sin méas que explotar
la idea ya expuesta de derivar el polinomio de interpolacién de f en abscisas
adecuadas; asi se hard en la subseccién 7.2.2.

7.2.1. El error en la diferenciacién numérica

Sean f :[a,b] = Ry {zo,21,...,20} Cla,bl cona; #xjsii##j SiP,eP,
es el polinomio de interpolacién de f en los puntos {xg, z1,...,z,}, aproximamos
la derivada de f en = por

(@) =Y flz)Li(x
=0

y deseamos obtener una férmula para el error que se comete en esta aproximacion.
El siguiente resultado ofrece una respuesta:

© Ediciones Pirdmide



302 Diferenciacién e integracion numéricas

Teorema 7.1. Sea f € C"2([a,b]), {0, 21,...,2,} C [a,b] conz; # x; sii#j
y P € P, el polinomio de interpolacion de f en los puntos {xg,z1,...,2,}. Para
todo x € [a,b]\{z0,x1,...,Tn} existen & € (a,b) y n, € (a,b) tales que

n+1) n+2)

DEMOSTRACION. Sea x € [a,b] con = # x; parai=0,1,...,n. Puesto que
En(x) = f(‘/I’.) - Pn(l.) = Hn(x)f[moaxla s 7xn7$]

(véase (6.10)), formalmente

IL, ().

d
E/(z) =11, (x) flzo, T1,- - s Tpy ] + Hn(x)% (flro, 1, .- T, x]). (7.3)
Por una parte, gracias a (6.12), existe &, € (a,b) tal que
_ ()
flzo,z1, ..y an, 2] = m

Justifiquemos, a continuacién, que la funcién
h(x) = f[x(),zla s axnax}

es derivable en el punto z. Teniendo en cuenta la invarianza de las diferencias
divididas respecto al orden en que aparecen los puntos, se tiene que

lim h(x +¢) — h(z) — lim flzo, 21, xn @ + €] — flxo, 21, .., Tn, 2]
€0 € 0 €
— lim f[ﬂ?+€,l’0,$1,...,$n]7f[930,1’1,...,In,SC}
e—0 (r+e)—=x
= lim flx+e,x0,21,...,%n, ]
e—0
= lim flzo,21,...,Zn, &, T+ €].
e—0

De esta forma, a partir nuevamente de la relacién (6.12), se verifica que

lim M = lim fn+2)(77$,s) _ fn+2)(77r)
e—0 € =0  (n+2)! (n+2)!

donde se usa la continuidad de la funcién f"+2)(n,) demostrada en el corolario 6.1.
Por tanto, la funcién h es derivable en = y

/ £ ()
W (z) = W?n)'

Sustituyendo este valor en (7.3) concluimos el resultado. g
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Haciendo tender x a los puntos de interpolacién y teniendo en cuenta la relacién
(6.30), se obtiene:

Corolario 7.1. Sea f € C""?([a,b]), {zo,z1,...,2n} C [a,b] con z; # z; si

1 # j y P, € Py, el polinomio de interpolacion de f en los puntos {xg,x1,...,Tn}.
Entonces, para cada i € {0,1,...,n}, se verifica que
fnJrl) n
E' (z)) = f'(x;) — P.(z;) = 7.4
n(@i) = f(xi) — P (xi) mEl) ]li[ o (7.4)
J#i

Observacién 7.1. Una cota superior del error E/, (z;) viene dada por

| By ()] < n+1,H lzi — 5] o
J#Z

Observacion 7.2. En el caso particular de puntos equiespaciados, es decir, si
x; = x9 +1ih, i =0,1,...,n entonces, para cada i € {0,1,...,n}, se verifica que

n rn+1) n

By w) = f/(r) = Pala) = o

i=0
J#i
Como veremos a continuacién, las férmulas de derivacién numérica més utilizadas
aproximan el valor de la derivada en puntos que son abscisas de interpolacién. Por
tanto, este 1ltimo sera el resultado de estimacién del error que maés se utilice. g

7.2.2. Ejemplos de formulas de derivacion

Para construir férmulas de derivaciéon aproximada vamos a considerar pun-
tos equiespaciados que, por conveniencia de notacién, vamos a suponer centrados
alrededor de uno dado xg; asi, tendremos una red {...,z_9,x_1,20,%1,x2,...}.
Considerando el polinomio de interpolacién de Lagrange de f en dos, tres o cin-
co puntos, derivando, y teniendo en cuenta la observacién 7.2, se obtienen las
siguientes férmulas, algunas de las cuales ya se dedujeron en el ejemplo 7.1:

. (dos puntos de interpolacién, {xg,z1}):
f(z1) — flzo) A

f'(xo) = 5 2f//(§0)
) = LT ey,
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o (tres puntos de interpolacién, {x_1,zq, z1}):
—3f(z_1) +4f(x0) — f(21) I

flx) = o + ?f’”(gfl)
f/(l”o) _ f(l'l) ;hf(x—l) B %f///(go)
fl(-Tl) _ f(:E,1) — 4];(;0) + 3f(l’1) + %f/ll(£1)~

° (cinco puntos de interpolacién, {x_o,x_1,z¢, 1, 22}):

o y) = —2fE2) +48f () —1?;6hf(wo) +16/(21) = 3f(22) | %4 F(Ey)
Flay) = =3 @=2) —10f(@-1) +12lsf(sco) —6f (1) + f(wa) _ %Jw)(g_l)
) = L8=2) 8f(:v711)2;: 8f(x1) = flz2) ;L;fv)(go)
o) = L2 +6f(@-1) - 125%) +10f (1) +3f(x2) %fv)(&)
) = 3 a=2) =16/ @) + 3(15;0}(le) — 48f(w1) +25(w2) %4]0”)(52).

Observacién 7.3. Un somero examen de las férmulas anteriores muestra que si
el nimero de puntos es impar y se toma la derivada en el punto central, la férmula
correspondiente para diferenciacion numérica tiene una expresion mas sencilla y de
mayor exactitud (ademds, el punto central no aparece en la férmula y se requiere
una evaluacién menos de la funcién). g

Por ultimo, destacar que la misma estrategia conduce a férmulas para aproxi-
mar derivadas de orden superior.
7.3. Integracion numérica

Uno de los problemas mateméticos mas antiguos es el del calculo del area
que encierra una curva. Quiza el ejemplo més significativo haya sido el intento

de conseguir la cuadratura del circulo, que condujo a la apariciéon y estudio del
ndmero .
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Las férmulas de integracién numérica (que, de hecho, se conocen también por
el nombre de férmulas de cuadratura) tienen como objetivo aproximar el valor de
la integral de una funcién en un intervalo: de la que s6lo se conocen los valores
en algunos puntos, o cuya primitiva es dificil de calcular, o cuya primitiva no se
puede expresar en términos de funciones elementales.

Nuevamente, el cdlculo simbdlico puede ayudar (en particular, el comando int
de MATLAB) cuando se conoce la férmula explicita de la funcién integrando y ésta
admite una primitiva. En los restantes casos habrad que acudir a las férmulas de
integracién aproximada. Ademads, no debe olvidarse que el estudio teérico de dichas
férmulas tiene especial relevancia en el diseno de los métodos de resolucion de
ecuaciones diferenciales (métodos multipaso).

Para conseguir nuestro objetivo, utilizaremos férmulas del tipo

b n
/ f(z) dz ~ Z cif(s)
a i=0

que provienen de aproximar la integral de la funcién f en el intervalo [a,b] por la
integral en [a, b] de su polinomio de interpolacién en ciertos puntos {zg, 1, ..., Tp }.
Se obtienen asi las férmulas de tipo interpolatorio. Mas concretamente,

/abf(;z:) dz ~ /ab Py(z) da

donde .
Pu(z) =Y f(zi)Li(z), x € [a,}] (7.5)
i=0
es el polinomio de interpolacién de f en los n+ 1 puntos distintos {zg, 21, ...,z }

del intervalo [a, b] (véase (6.1)). Integrando en [a, b] la expresién (7.5) obtenemos

b n
/ Py(x)de = cif (z:)
@ 0

1=

siendo \
ci = / L;(z)dx

para i =0,1,...,n. Nétese que los coeficientes {cg, ¢1,...,c,} son independientes
de f y, por tanto, una vez calculados proporcionan una féormula que se puede
aplicar a cualquier funcién f : [a,b] — R. Por supuesto, serd necesario estudiar el
error que se comete en este tipo de férmulas, es decir, el valor de
b b b
Ron($) = [ f@ydo= [ Pwyde= [ (@) - Pate) s
a a a
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Obviamente, si f € P, entonces f coincidird con su polinomio de interpolacién;
consecuentemente, las férmulas de tipo interpolatorio de n+ 1 puntos distintos son
ezactas para polinomios de grado menor o igual que n en el sentido de que

R(mb)(f) = 0.

A la hora de encontrar este tipo de férmulas se distinguen dos tipos de estrategias,
en funcién del contexto en el que se ha de trabajar:

a) Si los puntos {zg,z1,...,2,} estdn fijados a priori, se trata de determinar
los coeficientes {cg, ¢1, ..., ¢, }. En el caso particular de que los puntos estén
equiespaciados se obtienen las denominadas férmulas de Newton—Cotes.

b) En otro caso se determinan los puntos {zg,z1,...,2,} y los coeficientes
{co,¢1,...,¢n}. Se llega asi a las férmulas de cuadratura de Gauss.

7.3.1. Férmulas de Newton—Cotes

Como acabamos de decir, las féormulas de Newton—Cétes se obtienen como fér-
mulas de tipo interpolatorio cuando las abscisas de interpolaciéon se toman equies-
paciadas.

Antes de comenzar con el estudio general de dichas férmulas, vamos a demostrar
un resultado de gran utilidad que servira para estimar el error cometido con ellas:

Teorema 7.2 (Valor Medio Integral Generalizado). Sean f,g € C([a,b])
de forma que g no cambia de signo en el intervalo [a,b]. Existe € (a,b) tal que

/a ' fa)oe) da = ) / g de.

En particular, si g =1, entonces

/a " fle)d = £(0)(b - a)
con 0 € (a,b).
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
9(x) 20, z € [a,b] (g9#0) (7.6)
(el otro caso se aborda de forma andloga). Como f € C([a,b]), existen

= 1 M p— .
mo ag};lslbf(m) y My arélggbf(ﬂf)

© Ediciones Pirdamide



Integracion numérica 307

La no negatividad de g hace que se verifique

mog(x) < f(x)g(z) < Mog(x), = € [a,b],

/ d:c</ f@ d:c<M0/ab () da.

y, por tanto, como / g(x)dz > 0 (véase (7.6)), entonces

b
/fumqu
my < d0 < M,

/abg(x) dx

Nuevamente, al ser f € C([a,b]), el teorema de los Valores Intermedios implica la

existencia de 6 € [a, b] tal que
b
[ f@g(o) ds

9)_W.

Para concluir, nétese que si # = a o § = b entonces

con lo que

b
[ 0® - repgte)as =0

y, por tanto, existirfa n € (a,b) tal que f(n) = f(0). o
Presentamos algunos casos particulares de férmulas de Newton—Cotes:

a) Férmula del trapecio. Consiste en sustituir la integral de f por el drea del
trapecio inscrito en la grafica (véase la figura 7.1), es decir, recordando que
el drea de un trapecio es la semisuma de las bases multiplicada por la altura:

Fa) + 1)
/f HOEIC p— a).

Esta aproximacion es la que se obtiene al integrar el polinomio de interpo-
lacién de la funcién f en los puntos extremos del intervalo [a,b]. En efecto,
denotando por P; € P; a dicho polinomio, es decir,

f(0) = f(a)

b—a (J}—(l),

Pi(z) = f(a) + (z = a) fla,b] = f(a) +
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se tiene que

= f(a)(b—a)+ f(bl)):z:(a) (b_2a)2
— fa)(b—a)+ 1O ; @4
= 2@ + 1)),

Para calcular el error cometido en esta aproximacién, como por el teorema 6.2
sabemos que

entonces

b b
Ran($) = [ (@) = P dz = 5 [ f(€)Mh (o) do.

Como la funcion

z = f(&)

es continua (véase el corolario 6.1) y
Hl(x) = (I - a)(x - b) < 07 T € [a’a b]a

por el teorema 7.2 se tiene que existe 6 € (a,b) tal que

" b
Ron(D =132 [ = o —n)as

:Jw;@/j(ﬂ?—(wb)ﬁab)dﬂﬂ
" 3 72 b
SLO(Z (anD va)|
7 3 _ a3 2 —q?
:f2(6) (b - —(a+b)” 5 —i—ab(b—a)),
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es decir,

Rap(f) = f/i(;) (2(6° — a®) — 3(a + b)(b*> — a®) + 6ab(b — a))

_ 0 s 2 2 33
= (a 3a”b + 3ab b)
_ f”(9) 3 _ (b — a)3 "
De esta forma, llamando xg =a, z1 =by h =0 — a,
b h
[ f@ o= 5 (7lan) + flan)
donde el error cometido en esta férmula viene dado por
h3 1
Ran(f) = _Ef (0)

para algun 6 € (a,b).

A

15

1

0.5

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7.1: Férmula del trapecio.

Ejemplo 7.2. Dada la funcion
f(l‘) =4- 23327 HAES [Oa 1]7

el valor aproximado de la integral de f en [0, 1] que se obtiene mediante la
férmula del trapecio es

© Ediciones Pirdmide



310

Diferenciacion e integracion numéricas

(véase la figura 7.1). En este caso concreto, el error cometido se puede hallar
explicitamente y vale

1
Rion(f) = —5/"(0) = —5 (-0 = 3.
Se trata, por tanto, de una aproximacién por defecto. g

Férmula del trapecio abierta. Se divide el intervalo [a, b] en tres partes iguales
y se considera el polinomio de interpolacién de f en los dos puntos interme-

dios {xg = a+h,z1 = a+2h} donde h = %a. Aproximamos la integral de

f por el drea del trapecio correspondiente. Como puede demostrarse (véase
el problema 7.6) se obtiene

siendo 3
3
Ran(f) = Tf”(e)

el error cometido en esta férmula para algin 6 € (a, b).

0.5

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7.2: Férmula del trapecio abierta.

Ejemplo 7.3. Para la funcién del ejemplo 7.2, mediante la férmula del
trapecio abierta se obtiene que

/01(4—21:2)(1ng:;<%+28>:31

2 9 9 9
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(véase la figura 7.2). El error cometido es

3h3 3/1\° 1
Ron(f)=—Ff"0)==(5] (-4 =—.

4 4
Asi pues, en este caso, se obtiene una aproximacion por exceso. o

¢) Férmula de Simpson. Se considera el polinomio de interpolacién de f en los
a+b
2

puntos {1:0 =a,r1 = , Ty = b} . Tomando como paso

podemos escribir
r; =x0+1ih,i=0,1,2,

con lo que el polinomio de interpolacién buscado es
Py(z) = f(x0) + (z — x0) f[20, 1] + (x — @0) (% — 1) f[20, 71, 72]

X 2 x
= $Ga0) + (@ = 20) 2L o= ) — ) 2L

f@1) = flwo)

h
f(xo) = 2f(21) + f(w2)
2h2

Se deja como ejercicio al lector comprobar que

= f(zo) + (x — o)

+ (x — zo)(z — x1)

b
h
[ Patordo = 5 (7o) + 47(1) + Fla)).
Ejemplo 7.4. Considerando la funcién
flz) =2a® —32% + 22 +3, x €[0,3],

el valor aproximado de la integral de f en [0, 3] que se obtiene mediante la
férmula de Simpson es

o +af(3)+56)
2 T2

3
21 4
/ (2% 322 +22+3) dr ~ <3+4 +9> _ b
0

8 4

(véase la figura 7.3). Comparando con el valor exacto de la integral

B o

3
1
/ (23 =32 + 20+ 3)der = —a* — 23 + 2% + 3z 1
0

4

0

se observa que el error cometido es nulo. g
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10

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 7.3: Férmula de Simpson.

Para calcular el error en la férmula de Simpson
b
Ron(5) = [ (1) = Pafe) do

b
= [ f@)do = G (w0) + 41 (@1) + fa2)
consideramos la funcién 1 : [0, h] — R dada por
x1+r r
v = [ f@)de = S(fn )+ ) + S+ 1),

1—T

Claramente
Rap (f) =¥ (h) (7.8)

y si f € C%4([a,b]) entonces ¥ € C4([0,h]). Bajo este supuesto, para todo
r € [0, h] se verifica que

V() = 3l = 1) = 27 (@) + for + )]+ 1 = 1) = o +0))

W) = gl G ) = Gy =) = 1 =)+ S )]

W) = =gl ) = 1 (=),
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Adems4s, como se observa,
P(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = 4"(0) = 0. (7.9)

A la vista de la forma que tiene la derivada tercera de v, por el teorema del
Valor Medio, para todo r € [0, h| existe &. € (x1 —r,x1 + 1) tal que

r r?
W) = =S 1 G ) = = )] = - ).

3

Integrando esta expresién obtenemos
A 2 (7.
w”<r)=—§/ f”)(ﬁs)szdsw”(()):—g/ F(&)s" ds
0 0

(véase (7.9)). Como la funcién
s [(E)
es continua (véase el corolario 6.1) y la funcién
5 82

no cambia de signo en el intervalo [0, k], por el teorema 7.2 existe 1, € (a,b)
tal que

W) = =5 ) [ s =5 )

0
Reiterando este argumento, de forma andloga se obtiene que

W' (r Z—*/ £ (ns)s ds + (0 =—7/ 9 (ns)s® ds
— _Z fiv) " 3 — _ _— fiv) 4
9f (u,«)/o s°ds 18f (vr)r
para algin v, € (a,b) y, finalmente,
W(r) / ) (v)st ds + (0 / ) (vg)st ds
__— fiv) (g " 4 — __— fiv) 5
570 [ stas =~ o
para algtn 6, € (a,b). En particular,
1
Riap)(f) = ¥(h) = = /" (0)h° (7.10)
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(véase (7.8)) y, por tanto,

b
[ @) do = 5 (o) +47(00) + £(22)

donde el error cometido en la férmula anterior viene expresado en (7.10).

La regla de Simpson es de especial interés porque su precisién es mayor de
lo que podria esperarse a partir del conocimiento de la funcién f en tan sélo
tres puntos (nétese que es ezacta para polinomios de grado menor o igual
que 3). Esta propiedad justifica que no se cometiera error al aplicarla a la
funcién del ejemplo 7.4.

Férmula de Simpson abierta. En este caso se subdivide el intervalo [a,b] en
cuatro subintervalos iguales de longitud
b—a
4
y se consideran los puntos {z¢g = a + h,z1 = a + 2h,z2 = a + 3h} . El poli-
nomio de interpolacién de f en los puntos {xg,x1,x2} viene dado por

f@1) — f(@o)
h

f(zo) — 2f(z1) + f(iUz)
2h2

h =

Py(z) = f(xo) + (z — 20)

+ (& — xo)(z — x1)

Se deja nuevamente al lector que compruebe que

/ F(a)do = 2 (27 (w0) ~ Fn) +2f(22)
donde la expresién del error viene dada por
14h°
_ o i)
Rap)(f) 15 f0)

para algin 6 € (a,b).

Ejemplo 7.5. Para la funcién del ejemplo 7.4 el valor que se obtiene me-
diante la formula de Simpson abierta es

3
/0 (x3—3x2+2x+3)dx:2f<i) —f<2)+2f<i>

_2207 21+2237_45
T 764 8 64 4

(véase la figura 7.4) por lo que, nuevamente, el error cometido es nulo (véase
(7.7). o
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10

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 7.4: Férmula de Simpson abierta.

Observacién 7.4. Otra férmula utilizada con bastante frecuencia en las aplica-
ciones es la denominada de los tres octavos, en la que se utilizan cuatro puntos de
b—a

3

interpolacién x; = a+ih, 1 =0,1,2,3, con h =

’ 3h
[ f@ydo = T (a0) + 35(0) + 3f(02) + fa2))

donde el error cometido en la aproximacién anterior viene dado por

3h°

_20 giv)
)

R(a,b) (f) =

con 0 € (a,b). g

Como se observa en los ejemplos anteriores, las formulas de Newton—Cotes para
n + 1 puntos de la forma
T; = To + th

parat=0,1,...,n, son de dos tipos:

a) Férmulas cerradas: se toman los extremos del intervalo como puntos de in-
terpolacién, es decir, se consideran

_b-a

h y o = a.

© Ediciones Pirdmide



316  Diferenciacion e integracion numéricas

b) Férmulas abiertas: no se consideran los extremos del intervalo como puntos
de interpolacién. En este caso, se toman
b—a

h: - h.
ny2 Vo=t

Veamos a continuacion un resultado de carédcter general para el error cometido
en las formulas de Newton—Cotes.

Teorema 7.3. Sea n = 2k (resp. n = 2k + 1) y f € C***2([a,b]). Entonces, el
error en las férmulas de Newton—Cdotes (abierta y cerrada) para n+1 puntos viene

dado por
C

(2k + 2)!

para un cierto 0 € (a,b), donde el valor de la constante C' es independiente de f
pero es distinto en cada formula.

Riw(f) = 23 f2k42) () (7.11)

DEMOSTRACION. Véase [Is—Ke]. o
Observacién 7.5.

1. Teniendo en cuenta que si n es par la derivada que aparece en la férmula del
error es la de orden n+ 2, las férmulas de Newton—Cotes de n+ 1 puntos con
n par son exactas para polinomios de grado n + 1 (superior en una unidad
al grado esperado).

2. A simple vista puede parecer que las formulas abiertas y las cerradas de igual
nimero de puntos tienen el mismo orden de error, dado que aparece la misma
potencia de h; no obstante, no hay que olvidar que el valor de h difiere de las

férmulas abiertas a las cerradas. Asi pues, debemos comparar una férmula
b—a
abierta con una cerrada para el mismo valor de h. Dado un paso h = ,

éste corresponde a la férmula cerrada de p + 1 puntos y a la formula abierta
de p—1 puntos; el exponente de h serd en la expresion del error de la férmula
abierta inferior en dos unidades al exponente correspondiente a la férmula
cerrada. Consecuentemente, el orden de error de las férmulas cerradas es
superior en dos unidades al de las férmulas abiertas. g

Veamos ahora cémo pueden hallarse los coeficientes de las férmulas de Newton—
Cotes. Fijaremos nuestra atencién en las férmulas cerradas (en las férmulas abier-
tas se procede de forma andloga). Recuérdese que los coeficientes de estas férmulas

vienen dados por
b
¢ = / L;(z)dx
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parai=0,1,...,n. Como los puntos {zg,x1,...,Z,} son equidistantes, el cambio
de variable
. b—a
xr = a+ sh siendo h = ,
n
conduce a
b o — )
ci:/H I dx / hdsfhozl
a oo Tq —l‘j
7=0
J#i j;ﬁz
parai=0,1,...,n, donde

[

o =

0 Z—J
J;ﬁz

De esta forma,

b n
/ P, (z)dx = hz a; f(x;) (7.12)

Nétese que los valores {ag, a1,...,a,} son independientes del intervalo (sélo de-
penden del nimero de puntos de interpolacién). En consecuencia, estos valores
pueden ser calculados de una vez por todas (de hecho, estdn tabulados) y, por
tanto, los coeficientes de las formulas de Newton—Cotes son “casi” independientes

a

también del intervalo de integracién (salvo el factor h = —— que aparece en
n

(7.12)).

Observacién 7.6. Basta considerar la funcién f(z) = 1, x € [a, b] para demos-
trar que

En efecto, como P, = 1 entonces

b n n
b—a:/ Pn(ac)dx:hz aif(xi):hz ;. o
a i=0 i=0

En el caso de que se desee obtener una férmula general de tipo interpolatorio
puede recurrirse al método de los coeficientes indeterminados, donde la idea basica
es utilizar el hecho de que, si se utilizan n + 1 puntos distintos, la férmula de
integracion es exacta para polinomios de grado menor o igual que n (ésta es una
forma de hallar los coeficientes {cg, 1, . . ., ¢, } cuando se carece de tablas o cuando
las abscisas {zg, 21, . .., Z, } no son equidistantes y, por tanto, no estédn tabulados).
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Trabajando con la base natural de polinomios de grado menor o igual que n, es

decir, {1, 2,22, ...,2"}, se obtienen las siguientes ecuaciones:
n
. b A petl _ gk+1
E Ci; = ¥ dx = ]{;7—’—1
i=0 @
para k = 0,1,...,n. De esta forma, los coeficientes {cg,c1,...,c,} vienen dados

como la solucién de un sistema lineal Ac = d de n + 1 ecuaciones con n + 1
incognitas, siendo

1 1 1 b—a

. , Co b? —a?
A=|a3 a2 .. a2l e=|" | vd= 2

. n . n ....... n Cn bn+1 _ anJrl

Ty T] Ty ol

1 1 1
o T1 I n—1 n
det(A) = |22 22 2| = 1_[(33Z —z;) = H H (x; —zj) | #0
.............. 1>] 7=0 \i=j+1
rg Ty Ty,
(ya que z; # x; si i # j), se verifica que los coeficientes {co,c1,...,¢c,} estdn

univocamente determinados.

Ejemplo 7.6. Vamos a encontrar un formula que aproxime la integral de una
funcién f en el intervalo [1, 3], utilizando los valores de f en los puntos 0, 2 y
4 y que sea exacta para polinomios del mayor grado posible. Suponiendo que la
férmula buscada es del tipo

3
/1 F(x)dz ~ AF(0) + BF(2) + CF(4)

el problema reside en determinar las constantes A, B,C € R. Para ello, vamos
a imponer que la férmula de integracién sea exacta para polinomios de grado n,
teniendo en cuenta que
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para n € NU {0}. Dando valores crecientes a n se obtiene que
n=0 = 2=A+B+C
n=1 = 4=2B+4C

2
n=2 = 36:434—160.

La solucién de este sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas es (com-
pruébese)

1 11
A=C=_—- v B= —
C=1nV 6’
por lo que la férmula buscada es
3 1
[ f@ydo= 5 (70 + 226 + 1) (713)
1

que, al menos, es exacta para polinomios de grado < 2. Como
3 1
/ 2?dr =20 = 5 (0% +22 x 2% 4 4%)
1

pero
3
242 152 1
4 4 4 44
dt=—# —=—(0"4+22x2"+4
/1x x 3 # 3 12( + +4%)

se concluye que la férmula (7.13) es exacta hasta polinomios de grado 3. o

7.3.2. Férmulas de integracion compuesta

Si se observa la expresion del error en las férmulas de Newton-Cotes (véase
(7.11)) es claro que, para que éste sea pequeiio, hace falta tomar un gran nimero de
puntos de interpolacion, lo que implica a su vez una fuerte exigencia de regularidad
sobre la funcién f. Por otra parte, los coeficientes de las formulas de Newton—Cotes
de un elevado nimero de puntos son poco manejables. Esto lleva a plantearse una

estrategia distinta en el empleo de estas formulas: en la practica, para aproximar
b

f(z) dx se subdivide el intervalo [a, b] en subintervalos pequenos y se aplica, en
a
cada uno de ellos, una férmula de Newton—Cotes con un ntimero bajo de puntos.

Vamos a ilustrar esta idea con la regla de los trapecios. Segun se ha visto, la
férmula del trapecio

/ f(z)dx ~ M(b—a)
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tiene como error
(b—a)®

R =— (9
(a,b)(f) 12 f ( )
que, para intervalos de gran longitud puede ser excesivo. Para solucionar este
problema dividimos el intervalo [a,b] en subintervalos de longitud h = — % con

m € N obteniendo los puntos

r;, =a+ ih
parai=0,1,...,m
3 subintervalos 4 subintervalos
6 subintervalos 12 subintervalos

Figura 7.5: Regla de los trapecios.

Aplicando la férmula del trapecio a cada uno de estos subintervalos se obtiene que

] >
/ f f(xz 1)2+f( )(Jj — 2 1) %f (01)
h
5 (f(wima) + flai)) = 75 £7(6:)
para ¢ =1,2,...,m. Por tanto,
b m T; h m m
/f(w)d:vZZ/v Py =5 3 (7o) + ) Zf”
h - 3 m
=2< +2fo,+f ) Zf"
=1
h 1
=2< +2;fxz+f(> Zf
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En el caso de que f” € C([a,b]) podemos aplicar el teorema de los Valores Inter-
medios que determina la existencia de 6 € [a, b] tal que

1 m

il 7.14

0= 5 I b
De esta forma, hemos demostrado:

b—
Teorema 7.4 (Regla de los trapecios).  Sean f € C*([a,b]), h = ¢ con

meNyz; =a+ih,i=0,1,...,m. La expresion que toma la regla de los trapecios
con m subintervalos es

/f ( +2foz+f()>

donde el error cometido viene dado por

Rapy(f) = =(b—-a)75

para algin 0 € [a,b]. o

Si se conocen los valores de la funcién f en 2m + 1 puntos equiespaciados
{a,a+ h,...,a+ 2mh} y aplicamos la férmula de Simpson en cada uno de los m
subintervalos [a,a 4+ 2h], [a + 2h,a 4+ 4h], ..., [a+ 2(m — 1)h,a + 2mh] se obtiene:

Teorema 7.5 (Regla de Simpson compuesta). Consideremos f € C*([a,b]),
b—a

conm €N yx; =a+1th,i=0,1,...,2m. La regla de Stmpson com-

m
puesta con m subintervalos se escribe como
[ swrae=b (04435 s+ 25 sto g0
i=1

donde el error cometido en esta aproximacion viene dado por

Rap(f) = —(b —a) f”( )

180
para algin 0 € [a, b].

© Ediciones Pirdmide



322  Diferenciacién e integracion numéricas

DEMOSTRACION. Como tenemos m intervalos de la forma

[372(1‘71)’ 3721']

para ¢ = 1,2,...,m, si aplicamos en cada intervalo [1'2(1'_1),1'27;] la férmula de
Simpson y denotamos por

m—1
SZZ( +4Zf962z1+22f3321+f()>

i=1 =1

obtenemos

/f

Ms

> [ @
T2(i—1)

(f(IQi—Q)) +4f(r2i-1) + f(l”2i))
h S 7,'U
150 2= /'

—5-(b-a)

i=1

h? &

Zf”()

Il
w|=
.MS

180)‘” (©)

donde hemos aplicado el teorema de los Valores Intermedios a la funcién ). g

Anélogamente, si se conoce el valor que toma la funcién f en 4m + 1 puntos

igualmente espaciados {a,a+ h,...,a+4mh} y aplicamos la férmula de Simpson
abierta en cada subintervalo [a, a+4h], [a+4h,a+8h], ..., [a+4(m—1)h, a+4mh]
se obtiene:

Teorema 7.6 (Regla de Simpson abierta compuesta). Supongamos que

b
f €C4a,b]), h= ¢ conmeN yx; =a+ih,i=0,1,...,4m. Entonces, la

regla de Simpson abierta compuesta con m subintervalos viene dada por

b m m m
/ f(z) dw ~ % (22 Fleaios) = fleaia) +2) f(x4¢1)>
a i=1

i=1 =1

y el error cometido se expresa como
Tht .
R (f) = (b—a) o= "))
90
para algin 0 € [a,b].
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DEMOSTRACION. Ahora tenemos m intervalos de la forma

[334(1'71)7 $4i]

para i = 1,2,...,m. Aplicando en cada intervalo [z4(;_1), z4;] la férmula de Sim-
pson abierta y denotando por

S = % (22 faics) =Y flwaia) +2) f(“i—l)) ;

1=1 1=1
se obtiene
b m Tai
/ f(x)dz:Z/ f(x)dx
a i=1 Y P4(i-1)
4h & 14h° N L
= ?,Z:; (2f (x4i—3)) — f(2ai2) + 2f (xai-1)) + pT3 ; £7(65)
b—aTh* <N
_ e ) (.
S+ — %Z;f(m

=S -0 )

donde se ha vuelto a aplicar el teorema de los Valores Intermedios a la funcion
fz'v)' o

7.3.3. Férmulas de cuadratura de Gauss

Vamos a estudiar el problema de evaluar la integral definida de una funcién
continua f en un intervalo fijo [a,b], suponiendo que podemos evaluar f en puntos
arbitrarios de [a, b]. Veremos que algunos de los inconvenientes de las férmulas de
Newton—Cotes se pueden evitar utilizando puntos de interpolacién no equidistan-
tes. K. F. Gauss (1777-1855) descubrié que, mediante una eleccién adecuada de
los puntos de interpolacion, se pueden construir férmulas de integracién que, usan-
do n+ 1 puntos de interpolacion, dan el valor exacto de la integral para polinomios
de grado menor o igual que 2n + 1.

Introduciendo una funcién peso w € C([a,b]) con w(z) > 0, z € (a,b), nos
planteamos el problema de encontrar n + 1 coeficientes {cg, c1,...,c,} tales que

n

b
/ w(z)f(x)de ~ Y cif(w:) (7.15)

=0
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eligiendo los puntos {zg,x1,...,2,} C [a,b] que maximicen el orden del método.
Como ahora estan por fijar los coeficientes y las abscisas, al haber un mayor
numero de grados de libertad, podremos conseguir una mayor efectividad con
estas férmulas. Para llegar a determinar estos 2n + 2 parametros, necesitaremos
previamente introducir el concepto de familia ortogonal de polinomios.

Definicién 7.1. Un conjunto de polinomios {Py, Py, ..., Py} constituye una fa-
milia de polinomios ortogonales en el intervalo [a, b] respecto al peso w(x) si:

a) OP; =iparai=0,1,...,m.

b
b) / w(x)P;(z)Pj(x)dr =0si i # j.

Observacion 7.7.

1. Si {Py, P1,..., Py} es una familia de polinomios ortogonales en el intervalo
[a,b] respecto al peso w(z) entonces B = {Py, P1,..., Py} constituye una
base del espacio P,,, puesto que los elementos de B son linealmente indepen-
dientes y todo polinomio P € P,, puede expresarse en la forma

P(z) = Z o Py(x). (7.16)

Ademsds, podemos determinar explicitamente la forma concreta de los coefi-
cientes {ag, a1, ...,y }. En efecto, si para cada j € {0,1,..., m} multipli-
camos la expresién (7.16) por w(x)P;(z) e integramos en [a,b], se obtiene
que

b m b b
/ w(x)P(x)Pj(z) dr = Zai/ w(x)P;(z)Pj(x) de = «; / w(m)Pf(m) dz,
a i=0 a a
gracias a la propiedad de ortogonalidad de la familia. Consecuentemente,

b
/ w(z)P(2)P;(x) do

Q=

b
/ w(:c)PjQ(x) dx
a
para j = 0,1,...,m. Los nimeros {ag,a1,...,qn,}, en determinados con-
textos, se suelen denominar coeficientes de Fourier del polinomio P(z) en el

intervalo [a, b] respecto al peso w(z).
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2. Los polinomios ortogonales en un intervalo [a, b] respecto a una funcién peso
w(x) estdn univocamente determinados, salvo constantes multiplicativas.

3. Puede demostrarse que las raices de cada polinomio de una familia de poli-
nomios ortogonales son, todas ellas, reales y distintas. g

Las familias de polinomios ortogonales que con mayor frecuencia se utilizan en
las aplicaciones son las que se muestran en la tabla 7.1. En la tabla 7.2 se recogen
los primeros polinomios de cada una de estas familias.

TABLA 7.1:
Polinomios ortogonales
Polinomios de Intervalo | Peso w(x) Polinomio genérico
L od o
1
Tchebychev -1,1 —_— Ty (z) = cos(k arccos
dk
Laguerre [0, +00) e ” Li(z) = ezw(efzxk)
: —z? k_a? dk —z?
Hermite (—00, +00) e Hy(z) = (—1)%e dJTk(e )
TABLA 7.2
Polinomios de Legendre, Tchebychev, Laguerre y Hermite
Polinomios || k=0 | k=1 k=2 k=3
2 _ 2 _
Pe() 1 - 3z . 1 a:(5x2 3)
Ty (z) 1 T 2% — 1 z(4a® — 3)
Ly () 1 1—xz | 2—do+2® | —2° 4+ 922 — 18246
Hy(z) 1 2x 4a% — 2 4z(222 — 3)

El resultado fundamental de esta seccién muestra que la férmula de integracién
(7.15) es exacta para polinomios de grado 2n+ 1 y, ademds, la condicién necesaria
y suficiente para ello es que si P, 41 es el (n+ 1)—ésimo polinomio de una familia de

polinomios ortogonales en [a, b] respecto al peso w(x), las abscisas {zg, 1, ..., Zn}
se tomen como sus raices y los coeficientes {cg, c1,...,c,} sean
1 b P, z
¢ = /7/ w(m)L()dx (7.17)
Pn+1(xi) a T — T
parai=0,1,...,n.
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Teorema 7.7.

a) Si{xo,x1,...,2,} son las raices del polinomio Ppi1 y {co,c1,...,¢cn} son
los coeficientes dados en (7.17), entonces se verifica que

b n
/ w(z)P(x)de =" ¢;P(z;), P € Pany1. (7.18)
@ i=0
b) Reciprocamente, si existen n+1 puntos distintos {xg, 1, ..., T} y coeficien-
tes no nulos {co, c1,. .., cn} verificando (7.18) entonces {zo,x1,...,Tn} son
las raices de Pny1 y {co,c1,-..,cn} son los coeficientes dados en (7.17).

DEMOSTRACION.

a) Sea P € Pgy, 1. Si dividimos P por P,11 obtenemos
P(2) = C()Pas1(2) + R()

donde C, R € P,,. Si { Py, P1, ..., P,} son los primeros polinomios ortogonales
de la familia entonces, por la observacién 7.7, podemos escribir

C(x) = Z a; P;(x)
i=0

siendo

Por hipoétesis,
P(z;) = C(x;)Pry1(x;) + R(z;) = R(x;) (7.19)

parai=0,1,...,n,y

b b
/w(x)P(x)dx:/ w(z)R(x) dz. (7.20)
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Por otra parte, como R coincide con su polinomio de interpolaciéon en los
puntos {zg, z1,...,2,}, utilizando la férmula de interpolacién de Lagrange
y la expresién dada en el problema 6.5 de los polinomios bésicos de Lagrange,
podemos expresar R(x) como

R(x) =Y R(z))Li(x) =Y R(x;) e _TQI:)(E) o

i=0 i=0 v/ A

Como .
I () = H(:c — ;) = kPpia(2)
entonces m, (x) Py (x)
107, () P’IILJrl(x'L)
parai=0,1,...,n, por lo que
) = . s Pn+1($)
R(x) ;O R P ) (7.21)

De esta forma, las relaciones (7.19) y (7.21) hacen que se tenga

n

R(z) = Z P(xi)(

=0

Pn-&-l(x)
=) Pl (07)

que, junto con (7.20), determina la igualdad

b n b .
/ w(z)P(z) dx = Z P(xl)%/ w(x)M dzx = Z ciP(x;).

=0 7L+1(xi) xr — xi i=0

Sea @ € P,. Si {Py, P1,...,P,} son los primeros polinomios ortogonales en
el intervalo [a, b] respecto al peso w(z), se verifica que

donde, como antes,
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para i = 0,1,...,n. Por hipétesis, como QP, 11 € Pa,11, entonces

b n
[ w(@)Q@)Prs(z) da =3 i@ P ().

=0

Por otra parte, como por la propiedad de ortogonalidad se tiene que

b
[ w@Q@Pn dw—zb [ @R @ P =0

entonces
n

> Qi) Paya () = 0.

i=0
El hecho de que la férmula anterior sea véalida independientemente de los
valores {Q(zg), Q(x1),...,Q(x,)} obliga a que

¢iPpyi(x;) =0

para ¢ = 0,1,...,n. Como los coeficientes {cg,c1,...,c,} son no nulos, se
concluye que los puntos {zg,z1,...,2,} son las raices del polinomio P, ;.

Para hallar el valor de los coeficientes {cy, c1, ..., ¢, } consideremos ahora un
polinomio P &€ Py,,4;1. Dividiendo P por P, ; obtenemos

P(z) = C(x)Pos1(z) + R(x)
donde C, R € P,,. Como

P(z;) = C(x;)Pry1(x;) + R(z;) = R(x;) (7.22)
parai=0,1,...,n,y la férmula (7.18) es exacta para P y R, se verifica que

b n n b

/ w(z)P(x)dx = Z ¢;P(x;) = Z ciR(xz;) = / w(z)R(x) dx.

a i=0 i=0 @

El hecho de que R coincida con su polinomio de interpolacién en los puntos

{zo,x1,...,2,} permite expresar R(z) en la forma dada en (7.21). Reem-
plazando este valor en la expresién anterior se obtiene que

b b "
/w( )P(x dm—ZRxl P’ 1( )/ w(:t)lzl%lii)dx

=0 n+1

b
P,
*ZP:& - / w(:c)L(x)dx
Pn+1 ) T —x;
(véase (7.22)). Asi, los coeficientes {cg,c1,...,c,} obtenidos son los dados

n (7.17). o
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Observacion 7.8. Las féormulas de Gauss de n + 1 puntos no son exactas para
polinomios de grado 2n + 2, es decir, dados n + 1 puntos {zg, z1,...,z,} yn+1
coeficientes {co,c1,...,c,} cualesquiera, existe un polinomio P de grado 2n + 2
para el que se verifica que

b n
/ w(z)P(x) dx # Z ¢;P(x;).
@ i=0

En efecto, basta considerar el polinomio
n

P(z) = H (x —2:)* € Papo
i=0
que verifica '

b
Z ¢iP(x;) =0y / w(z)P(z)dx >0. g
i=0 @
Observacién 7.9.
1. Al igual que ocurria con las férmulas de Newton—Cotes, las abscisas y coefi-

cientes de las férmulas de Gauss para las familias de polinomios ortogonales
habituales, estdan tabulados y no es necesario efectuar su célculo.

2. Puesto que las férmulas de Gauss de n+1 puntos son exactas para polinomios
de grado menor o igual que 2n + 1, en particular lo son para el polinomio
P =1, de donde se deduce que

n b
ZZ:; ¢ :/a w(zx) d.

3. Puesto que las familias de polinomios ortogonales estan definidas respecto a
intervalos y funciones peso particulares, para aplicar las formulas de Gauss
a un intervalo arbitrario basta con realizar un cambio de variable (que serd
lineal) y aplicar la férmula correspondiente a la funcién integrando dividida
por la funcién peso. g

El siguiente resultado da una estimacion del error en la integracién gaussiana.

Teorema 7.8. Si f € C*"*2)([a,b]) entonces eriste 0 € (a,b) tal que

b n 2n+2) b
/ w(z)f(z)dx = Z cif(x;) + S / w(z)P?,(z)dx (7.23)

—~ (2n + 2)!
donde las abscisas {xq, z1,...,2,} son las raices del polinomio ortogonal P,+1 en
el intervalo [a,b] respecto al peso w(x) y {co,c1,...,cn} son los coeficientes dados

por (7.17).

DEMOSTRACION. Véase [Is—Ke]. g
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Ejemplo 7.7. Para aproximar, mediante una férmula de Gauss de tres puntos,
la integral

1
/ e dr, (7.24)

-1

vamos a utilizar la férmula de Gauss—Legendre y Gauss—Tchebychev:

a) Las raices del polinomio de Legendre Ps son

a:——\/ga?—o ﬂc—\/g
0= 5 41 = y T2 = 5

y los coeficientes valen

5 8
COZCQZ§ y01=§.

Por tanto, la aproximacién de (7.24) obtenida mediante esta férmula es

1
2 .2 2 2
/ e ¥ dr ~ cope” "0 +cre” 1 + cge” P2
-1

1
~ 5 (5% 0.548812 + 8+ 5 x 0.548812) (7.25)

~ 1.498679.

b) Las raices del polinomio de Tchebychev T3 son

v3 %

ro=——,21=0y 22 =
2
y los coeficientes valen ahora
.
Cop = Cl = Cy = E

La aproximacién de (7.24) que se obtiene es

1 1
2 1 2
e " dx:/ 7(\/1—:526_“c )dm
/_1 —1 \/1—.%2
2 2 2
~co\/1 —2de ™0 + 1y /1 — afe™ ™ 4 /1 — x3e” "2 (7.26)

~ T (0.236183 + 1+ 0.236183
3

~ 1.541858.
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Para la formula de Gauss—Legendre se puede utilizar, de forma sencilla, la expresién
(7.23) con n = 2 para el estudio del error. Puesto que la derivada sexta de la funcién

f(a:):e_’”2 es
£ (z) = 8(—15 + 902 — 602 + 82%)e* | x € R,

puede comprobarse que

max |9 (z)] = —f*(0) = 120.

—1<z<1

Consecuentemente, una cota del error cometido en la aproximacién (7.25) viene
dada por

120 (! 22(522 — 3)? 12 1
R(f) < -1 /_1 e = o = o~ 0.047619,

Noétese que el valor buscado es

1
/ e dr = 1.4936482... o

—1

7.4. Problemas

7.4.1. Problemas resueltos
7.1. Demostrar que si f es una funcién suficientemente regular entonces

=3f(x—h) —10f(z) + 18f(x + h) — 6f(x + 2h) + f(z + 3h)
12h

f'@) = +O0(hY).

SOLUCION. Mediante desarrollos de Taylor se tiene que

h? h3 o
[t h) = f(@) £ hf' (@) + (@) £ (@) + 57 ) (@) + O(h?)

! 2 ¢l 4n® " 2h* v 5
Flo+2R) = £(2) + 2hf' () + 27" (@) + 55" () + 2o £V (@) + O(H)
2 3 4
£l 8) = £(2) + 3h7"(2) + 2o £ @) + 2 () + 5 £ ) + O(R)

por lo que
—3f(x —h) —10f(z) + 18f(x + h) — 6f(x + 2h) + f(x + 3h) = 12hf'(x) + O(h°)

expresion de la que se sigue el resultado buscado. g
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7.2. Sea f € C""1([a,b]) y P, el polinomio de interpolacién de la funcién f en
los puntos {xg,z1,...,2,} C [a,b]. Probar que para cada x € [a, b] existe un punto
Nz € [a,b] tal que

H x_gz

donde los puntos &; € (z;,2;4+1) son independientes de x.

n 1)
B(2) = /() — Pa) = L)

SoLUCION. Consideremos la funcién auxiliar
9(x) = f(x) = Pu(x), x € [a,b].
Como g € C"*"1([a,b]) ¥
g(@i) = f(x;) = Po(zi) =0

parat=0,1,...,n, aplicando el teorema de Rolle se llega a que existen n puntos
& € (xy,241) parai=0,1,...,n — 1, de forma que ¢’(&;) = 0. Por tanto,

f'(&) = Pr(&)

para i =0,1,...,n — 1. Como P/ € P,,_1, esto quiere decir que P}, es el polino-
mio de interpolacién de la funcién f’ en los n puntos distintos {&o, &1, ..., &n—1}-
Aplicando la férmula del error en la interpolacion de Lagrange se tiene que para
cada z € [a,b] existe 7, perteneciente al minimo intervalo cerrado que contiene a
los puntos {0, &1,...,&n—1,2} tal que

n+1) n—1
()~ Pha) = L0 Tl gy

n!
i=0
(nétese que "1 es la derivada n—ésima de la funcién f/). o
7.3. Método de diferencias finitas para problemas de contorno. A partir de una fun-

cién dada f : [0,1] — R se considera la funcién « : [0,1] — R solucién de la
ecuacion diferencial

—u"(z) +u(x) = f(z), x € (0,1) (7.27)

verificando ademds las condiciones de contorno u(0) = u(1) = 0. Fijado n € N, se

1
consideran h = —— y los puntos z; =¢h, : =0,1,...,n+ 1.
n+1
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a) Para cada punto x = x; con i € {1,2,...,n} utilizar el valor aproximado

w(wi—1) — 2u(z;) + u(xiyq)

u (x;) ~ 5

y reemplazarlo en la ecuacién (7.27) para obtener un sistema lineal de n
ecuaciones con n incégnitas (que aproximard la ecuacién diferencial anterior)
con matriz tridiagonal. Demostrar que el sistema lineal asociado tiene una
Unica solucién.

b) Aplicar el método anterior para obtener una aproximacién de la solucién del
problema de contorno

P { —u" () +u(x) =1+ 7?)senwz, 0<x<l1
u(0) =u(l) =0

conn = 2,4,6,10 y comparar los resultados obtenidos con la solucién exacta
del problema (P), que es u(z) = sen7z, x € [0,1].

SOLUCION.
a) Para cada i € {1,2,...,n} se verifica que
. -2 )+ .
f(xz) _ —’LL”(.’IZi) + U(Il) ~ _U(Iz 1) u}ffz) U(Z‘H_l) +’LL(£CZ)
_ —u(@ion) + (24 h)u(ws) — w(@i)
= 2 .
Por tanto, en términos matriciales, podemos considerar el sistema lineal apro-
ximado
Au=f
donde
2+h% -1
-1 2+R* -1
1 -1 24+ R -1
A= — ,
h2 . .
-1 2+h* -1
-1 2+hn?
u = ('LLl,’LLQ,...,Un)T y f = (fl,fg,...,fn)T,
siendo

Ji = f(xi)
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parai=1,2,...,n. De esta forma
uj ~ u(x;)
para cada j =0,1,...,n+ 1 (denotando ug = u,4+1 = 0). Como la matriz A

es de diagonal estrictamente dominante entonces A es inversible, por lo que
el sistema Au = f tiene una unica solucién.

b) La solucién del sistema Au = f es, en cada uno de los casos,
u® ~ (0.9414,0.9414)T,

u™® ~ (0.6056,0.9799,0.9799,0.6056) T,
u(® ~ (0.4406, 0.7938,0.9899, 0.9899, 0.7938, 0.4406) "

w19 ~ (0.2835,0.5440,0.7604, 0.9153, 0.9960,
0.9960,0.9153, 0.7604, 0.5440, 0.2835) ™.

La figura 7.6 muestra los resultados aproximados obtenidos con el método anterior
y la solucién exacta del problema (P). g

2 puntos interiores 4 puntos interiores
1 5 5 1
05 0.5
o0& 0%
0 0.5 1 0 0.5 1
6 puntos interiores 10 puntos interiores
1 1
0.5 0.5
o¢ od
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 7.6: Soluciones exacta y aproximadas del problema (P).

7.4. Se considera la formula de integracién

/0 f(x) de ~ A(f(zo) + f(22)).

Hallar el valor de A, xg y x1 para que la férmula sea exacta para polinomios del
mayor grado posible. ;Cual es éste?
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SoLUCION. Impongamos que la férmula de integracién sea exacta para polinomios
de grado n, esto es,

1 —

n+l

1
/ " drx = A(x{ + 27) (7.28)
0

y vayamos dando valores, en forma creciente, a n :

1
1 1
n:1:>§(x0+x1)=§:>x1:1—3:0 (7.29)
1 1 2
n=2= §(a:g+x%):§ = x%—l—x?:g.

De esta forma, a partir de (7.29), se obtiene la ecuacién
9 1
2z — 2x0 + 3= 0

que admite las soluciones

To — +

N~
D
&

Utilizando nuevamente (7.29) obtenemos que

T =

:F

o|%

NN

La simetria de la formula de integracién con respecto a los coeficientes zy y x1 nos

permite tomar
1+\/§ 1 V3
To = — _— €rT1 = — — —.
0T T YT

Para comprobar si la formula de integracion que hemos obtenido para estos valores
de A, xg y x1 es también exacta para polinomios de grado 3, verificamos si se
cumple la relacién (7.28) para el valor n = 3, obteniendo

3 3
1 1 V3 1 V3 1 1 11 1
A3 3y _ = - - _Ys = (2= +6=— ) ==
(zp + 27) 2 <2+6>+<2 6) 2(23+212 4

puesto que
(a+0)®+ (a — b)® = 2a® + 6ab?, a,b € R.
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Consecuentemente, se verifica la igualdad (7.28) para n = 3 con los valores de
A, xg y x1 obtenidos. No obstante, puede comprobarse que no se da la igualdad
cuando n = 4 por lo que la férmula de integraciéon aproximada

! 1 1 V3 1 V3
3o ) (i-2)

solo es exacta para polinomios de grado menor o igual que 3. g

7.5. Demostrar que la regla de los trapecios estd bien condicionada, en términos
absolutos, respecto a los errores de redondeo en las evaluaciones de la funcion.

SOLUCION. Sean f(x;) perturbaciones de los valores f(z;), es decir,

fxi) = f(x:) + e

parai=0,1,...,m,conxg = ay z,, = b. El error absoluto cometido en la férmula
de los trapecios es

2=|b (f(a) +zm§jf(mi> +f(b)> - (f(a) +2ﬂ§jf(xi> +f<b>)’
L m—1 L m—1
=3 5O+2;5i+5m <3 <|50|+2; |6¢|+|6m|>
< g(s—I—Q(m—l)s—i—s):ngs:hms
donde

€= max |g].
0<i<m

—a )
, entonces se obtiene que

Ahora bien, como h =
Y <hme=(b—a)e

de donde se deduce que el error que se produce cuando se aplica la formula de los
trapecios tras cometer errores en las evaluaciones de la funcién, es del orden de
dichos errores.

7.6. Regla de los trapecios abierta.

a) Deducir la expresién de la férmula del trapecio abierta.

b) Determinar la expresién de la férmula anterior compuesta (regla de los tra-
pecios abierta).
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¢) Qué valor se obtiene si se utiliza la férmula de b) con 100 subintervalos para

aproximar / |z| dz? {Qué ocurre si se toman 99 subintervalos?

SOLUCION.
a) Consideramos
b—a
3
para i = 0,1,2, 3. Por definicién

h = vy x; =a+th

T2 — IT1

Py(z) = f(21) + (2 — 21) flz1, 22] = f(21) + (x —z1)

es el polinomio de interpolacién de la funcién f en los puntos {z1,z2}. De

. b—a .
esta forma, teniendo en cuenta que h = 5 se verifica que

’ ’ — flzy) (& — 21)2 ]
[ 1@ [ Pwa= s L f@) = f@) (@ = 1)

Xro — I 2

flxa) = f(z1) (b—21)* = (a — 21)°
Xro — I 2
fxa) = f(x1) 40 — h?
h 2
f(@2) = f(z1) 37h2
h 2
f(x2) — f(l’l)> 3h

- = (fla) + f(a2)).

= f(z1)(b—a) +

= 3hf(x1) +

=3h (f(:z:l) +

b) La férmula abierta de Newton—Coétes de dos puntos compuesta con m subin-
tervalos para

h—
h=——y xz;=a+1h
3m
parai=0,1,...,3m, viene dada por
/ z)de = Z/ ) dw ~ i h (f(z3i—2) + f(x3i-1))
T3(i— 1) i—=1 2

Z?’;l(z:f(l’gi 2)+ > flwsi 1)
i=1 i=1
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¢) Si se utilizan 100 subintervalos, los puntos a considerar son

i
i=—9+ =
v T30
parai = 0,1,...,300. Por tanto, en cada subintervalo de la forma [x3(i,1), T3,
1=1,2,...,100, la funcién f es un polinomio de grado 1. Concretamente

—x, T € [r3¢-1), 73] si 1 <i<50
f(z) = . .
T, x € [x3(;—1), T3] si 51 <4< 100.

Como la féormula es exacta para polinomios lineales, el error cometido es
nulo. En cambio, con 99 subintervalos, los puntos son

10¢

parai=0,1,...,297, por lo que ahora
—x, € [r3¢-1), 23] si 1 <4<49

f(x) = ||, € [z147, T150)

T, x € [x3(—1), T3] si 51 <i<99

donde
! )
T147 = —® Y Ti1s50 = ®~
Consecuentemente el error es nulo en todos los subintervalos de la forma
[T3(i—1),3s], © = 1,2,...,99, salvo en el central [z147,2150] obteniéndose,
por un lado,

% % 5\2 25
do =2 doe=[2) = =2 ~0.002550
/959 [elde /0 T (99) 9301

y, por otro,

Eler

510 50
Pi(2)de = ——— = 22 ~0.001700
/_ 1(@)dr = 55255 = 59403 ’
puesto que
5
P, = —
1) = 547

es el polinomio de interpolacién de la funcién f(x) = |z| en los puntos

L5 5
148 — 2977 149—297
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P, (X)=5/297

X147 X148 X149 X150

Figura 7.7: Aproximacién en el intervalo central.

(véase la figura 7.7). Asi, el error que se comete en la aproximacién es

25 50 25

— = ~ 8.502534 x 104
0801 29403 ~ 29403 8.502534 X 10 .

R(—s,s)(f) =

7.7. Aplicar la regla de Simpson compuesta a la integral
T dt
1 t
para obtener una aproximaciéon del logaritmo neperiano de 2, determinando el

numero m de subintervalos necesario para que el error cometido en esa aproxima-
cién sea inferior a 1073,

SOLUCION. Por el teorema 7.5 sabemos que

/f ( +4Zf$211 +22f372z+f( )) R1.2)(f)

i=1 i=1
siendo
=(2-1 ) (9
Ry () = (2 1) 0
para algin 6 € (1,2). Como
1 24
_ = w)
h=5=y fO) =5 te (12)
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entonces 1 94 ] !
R = — = <
12(F) = S550mi 65 ~ T20mig5 ~ To0md

va que 1 < 6 < 2. De esta forma, como

LI 1072 & m> ¢/ 25 1.6990
—_— m — 1.
120m* — =V3 ’

basta tomar m = 2 para que R(19)(f) < 1073, Para este valor m = 2 las abscisas
que intervienen en la férmula de Simpson cerrada compuesta son

1
x; =14 14ih con hzZ’

es decir,

5 3 7
{IEO =1,z = 2= 5= 4,90422}

por lo que aplicando la férmula de integraciéon aproximada se obtiene que

2= | &= (F(D) +4(f(21) + f(23)) + 2f (x2) + [(2))

w1 (0) /() (2 o)

! - 4+4 s +1 1747
12 5 7 3 2/) 7 252

~ 0.693253968253.

2 dt _h
3

Compérese este valor aproximado con In2 = 0.693147137704... g

7.8. Hallar el valor de la aproximacién que se obtiene al calcular

1
/ lz — 2|*(1 — sen 7rz) dx

—4

mediante la regla de Simpson compuesta para cuatro subintervalos.
SoLUCION. Consideremos los cuatro subintervalos
[74, *2}a [727 OL [0’ Q]a [2’ 4]

y los puntos
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parai=0,1,...,8 con h = 1. Como la funcién
f(z) = |z —2]*(1 — senx)
cumple que
f(k) =k =23 k=0,+1,+2,+3,+4,
se tiene que f y el polinomio
P(z)=(2—2)3

comparten ambos el mismo polinomio de interpolaciéon en cada una de las tres
ternas de puntos {xg = —4,21 = —3,29 = =2}, {2 = 2,23 = —1,24 = 0} y
{4 =0,25 = 1,26 = 2}; de la misma forma, f y el polinomio

Q) = (¢~ 2)°

tienen el mismo polinomio de interpolacién en {xg = 2,27 = 3,28 = 4}. Por
lo tanto, la aproximacién que da la férmula de Simpson compuesta para cuatro
subintervalos es (recuérdese que esta férmula es exacta para polinomios de grado
menor o igual que tres)

/if(x)dmfv/24(2—;10)3dx+/24(x—2)3dx

@-2)t>  (@-21" 6t+21
1|, 1|, 1
7.9. Suponiendo que los puntos {zg,x1,...,2,} C [—a,a] con n par estédn distri-
buidos simétricamente respecto al origen y que la férmula
f(z)dx ~ Z cif(x;) (7.30)
—a

=0

es exacta para polinomios de grado menor o igual que n, demostrar que también
es exacta para polinomios de grado n + 1.

SOLUCION. Por ser la férmula exacta para polinomios de grado menor o igual que

n basta probar que
a n
/ J)n+1 do = Z Cil‘?+1.

—a =0

Sea P, € P, el polinomio de interpolacién de la funcién f(z) = ™" en los puntos

{zo,21,...,2n}. Como la férmula (7.30) es exacta para P,, se tiene que
a n n
/ P, (x)dx = Z ¢iPp(z;) = Z cix?H.
—a i=0 i=0
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Ahora bien, como n es par entonces 2"t! es una funcién impar con respecto al
origen y, por el problema 6.6, también lo es P,. Asi,

/ " Mde =0= / P, (z)dx = Z cizt
—a —a i=0

como queriamos demostrar. g

7.10. Demostrar que los coeficientes {co, c1, ..., ¢, } de las férmulas de Gauss de
n + 1 puntos distintos {xg,z1,...,x,} son positivos.
SOLUCION. Para cada j € {0,1,...,n} consideramos el polinomio

n
gj(@) = [ (@ —an)*.
k=0
k#j
Como ¢; es no negativo, ¢; € Pay, y las formulas de Gauss son exactas para

polinomios de grado menor o igual que 2n + 1 se tiene que

n

0< / w(e)g; (@) dz = 3 cigy ()

=0
n n n
= ] @i—a®=c I (25— 2),
i=0 k=0 k=0
k#j k#j

por loque c; > 0. o

7.4.2. Problemas propuestos

7.11. Determinar la férmula abierta de Newton-Cotes de un punto (denomi-
nada férmula del punto medio). Hallar la expresién de la regla del punto medio
compuesta.

7.12. Sea A = {zg,x1,...,2,} una particién equiespaciada de [a, ] con

b—a
h=—— 1y x;=a+1ih
n

b
para ¢ = 0,1,...,n. Para aproximar f(x)dx se puede considerar la interpo-

lacién mediante funciones spline ciibicas. Encontrar una férmula de integracién
aproximada en funcién de f(x;) y los momentos M; de una funcién spline cibica
Sa(y,-) siendo

yi = f(2)

parat=0,1,...,n
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1
7.13. Dado n € N se consideran h = —, x; =th parai=0,1,...,n y la funcién
n
fn(x) = 2" cos(2mnx).

1
Hallar el valor de la aproximacién de fn(z)dx que se obtiene utilizando la

0
formula de Newton—Cotes cerrada de n 4 1 puntos.

7.14. Se considera la férmula de integracién aproximada

/_ @) de = A(f(@) + F(0) + (@),

a) Determinar la constante A € R y los puntos z1,z2 € [—1,1] para que sea
exacta para polinomios del mayor grado posible. ;Cudl es éste?

b) ;Son {x1,0,x2} las raices del polinomio de Legendre de grado 3?7 Razonar la
respuesta.

7.15. Determinar los valores de las constantes «, 8 y v que hacen que la férmula
de integracion

3
[ #@)de = af)+ 570 +2£6)
0
sea exacta para polinomios del mayor grado posible. ; Cudl es éste?

b
7.16. Hallar la aproximaciéon que se obtiene de f(z) dx cuando se considera

a
la integral de la interpolacién lineal a trozos de f en una particiéon equiespaciada.

7.17. Demostrar el resultado andlogo al del problema 7.5 para la regla de Sim-
pson compuesta.

7.5. Practicas

7.1. Programar una funcién en MATLAB que implemente la regla de los trapecios.
Calcular con este programa diversas integrales de valor conocido y comparar los
resultados hallados con los exactos.

7.2. Programar en MATLAB la regla de Simpson compuesta como una funcién.

Calcular con este programa diversas integrales de valor conocido y comparar los
resultados hallados con los exactos.
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7.3. Utilizando las férmulas de Simpson cerrada y abierta aproximar

Lsenx
dx
O x

dando una cota del error cometido en cada caso.

7.4. Utilizar las férmulas cerradas de Newton—Cotes de 2 y 3 puntos y las
férmulas abiertas de Newton—Coétes de 1,2 y 3 puntos, para aproximar

™

T
/ senz dr,
0

calculando el error cometido y comparando los resultados obtenidos con cada
férmula.

7.5. Utilizar los programas de las practicas 7.1 y 7.2 para obtener

1 2
/ e ® dx
0

con un error inferior a 10~* (estudiar previamente, en cada caso, cual debe ser el
nimero de subintervalos).

7.6. Escribir un programa en MATLAB para las formulas de Gauss—Legendre y
Gauss—Tchebychev de tres puntos. Utilizarlos para aproximar

1 sen
dx.
-1 X
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8 Resolucion de ecuaciones no lineales

8.1. Introduccidn

En una gran variedad de situaciones surge, de manera natural, el problema
de hallar las raices de una ecuacién. La experiencia muestra que ésta no es, en
general, una tarea sencilla. Asi, por ejemplo, para ecuaciones como

e ¥ —2xr=0 o tanz —z =0,

podemos demostrar que tienen raices reales (una tnica la primera y una cantidad
infinita numerable la segunda) pero no existe un método para calcularlas de forma
exacta. Otro aspecto relevante es que, en muchas ocasiones, los coeficientes de las
ecuaciones sélo se conocen de forma aproximada, por lo que careceria de sentido su
célculo exacto (en el hipotético caso de que se pudieran hallar las raices exactas).
Este tipo de argumentos lleva a plantearse el estudio de métodos, necesariamente
iterativos, para el calculo de las raices de una ecuacion

F(z) =0 en [a,b

que permitan aproximarlas con el grado de precisién que se desee.

Los comentarios anteriores no sélo son validos para ecuaciones trascendentes,
sino también para ecuaciones algebraicas. Asi, no es un problema sencillo el de
encontrar las raices de la ecuacion

2% — 5223 + 1821° — 428 + 3227 — 2% + 423 + 128 = 0.

Los métodos iterativos que veremos en este capitulo son también de aplicacion a las
ecuaciones algebraicas; no obstante, en el capitulo 10 veremos técnicas especificas,
adaptadas al célculo de las raices de un polinomio.

A continuacién establecemos el marco en el que vamos a trabajar:
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Definicién 8.1. Sea F' : D C R — R. Un punto £ € D es una raiz de la ecuacién
F(x)=0en D (8.1)
si F'(§) = 0. También se dice que £ es un cero de la funcién F. g

En todo lo que sigue supondremos que la ecuacién (8.1) tiene las raices aisladas,
es decir, para cada raiz de la ecuacién existe un entorno que no contiene mas raices
de la ecuacion. No todas las ecuaciones tienen las raices aisladas como se muestra
en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8.1. Consideremos la funciéon F': R — R dada por

1
xsen— si x#£0
F(z) = z
0 si =0
cuya grafica viene dada en la figura 8.1.

0.1

0.051

-0.05¢

1 : : :
0.1 -0.05 0 0.05 0.1

1
Figura 8.1: Funcién F(x) = zsen —.
x

Como )
lim F(z) = lim zsen— = 0= F(0)

x—0 x—0 x
entonces F' € C(R). Por la propia definicién de F, x = 0 es una raiz de F(z) = 0.
Por otra parte, para cada € > 0 existe 1. € (—¢,¢)\{0} tal que F'(n.) = 0 (es decir,
cualquier entorno de z = 0 contiene otras raices de la ecuacién). En efecto, como
1

lim — =0,
n—-+o0o0 N
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para todo € > 0 existe n. € N tal que

0< < €.
NeT
Por tanto, tomando
1
Ne =
NeT

se verifica que 7. € (0,¢) y

1
F(ne) = ——Senn.T = 0. o
€

Consideraremos dos etapas en el cdlculo aproximado de las raices reales aisladas
de la ecuacion

a)

F(z) =0 en [a,b]. (8.2)

Separacion de raices: se establecen subintervalos de [a, b] que contengan una
y sélo una raiz de la ecuacién (8.2). Para ello las herramientas fundamentales
van a ser el teorema de Bolzano (para asegurar la existencia de raices) y el
teorema de Rolle (para acotar el nimero de raices que puede haber). Asi,
son formas tipicas de argumentar las siguientes:

i) Si F' € C([a,b]), F es derivable en (a,b), F(a)F(b) < 0y F’ tiene un
signo constante en (a,b) entonces F tiene una tnica rafz £ en (a,b). En
efecto, el teorema de Bolzano garantiza la existencia de £ € (a,b) tal
que F(§) = 0y, por otra parte, el hecho de que F' sea estrictamente
creciente o decreciente en (a,b) determina, gracias al teorema de Rolle,
que la raiz £ sea unica.

it) Si F’ sblo se anula en n puntos la funcién F' tendrd, a lo sumo, n + 1
raices.

i) Si F € C*([a,b]) es tal que F” tiene un signo constante en [a, b] entonces
F tiene, a lo sumo, dos raices reales en [a, b].

En cada uno de estos intervalos se calcula la raiz £ de la ecuaciéon mediante
un método iterativo como limite de una sucesién {x,}52 , que converge a &.
De esta forma, al igual que ocurria en los sistemas lineales estudiados en el
capitulo 5, deberemos tomar como aproximacion de la solucién € un elemento
x, de la sucesiéon préximo a ella.

En las siguientes secciones se estudian los métodos maés utilizados para resolver
este tipo de problemas, en el supuesto de que se ha llevado a cabo la primera etapa
¥y, por tanto, F' tiene una tnica raiz £ en [a, b].
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8.2. Meétodo de la biseccidon

Sea F € C([a, b]) tal que
F(a)F(b) <0.

Por el teorema de Bolzano existe, al menos, £ € (a,b) tal que F(§) = 0. Suponiendo
que hemos separado las raices de la ecuacién y que £ es la tnica raiz de

F(z)=0 en [a,b], (8.3)
dividimos el intervalo [a, b] por la mitad. Asi, pueden presentarse dos casos:

b b
a) F (a; ) = 0. Entonces £ = %.

b
b) F (a; ) # 0. En esta situacién se elige el intervalo

a+b a+b
a, ,0
2 2
en cuyos extremos la funcién F toma signos opuestos para, de esta forma,
poder seguir aplicando el teorema de Bolzano (obsérvese que, como & es la
tnica raiz de F' en [a, b], sélo uno de estos dos intervalos tendrd la propiedad

de que F cambie de signo en los extremos del mismo). Denotando a este
intervalo por [aq, b1], lo dividimos por la mitad y procedemos de igual forma.

Figura 8.2: Método de la biseccion.
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Asi, reiterando este proceso, o bien obtenemos la rafz exacta de (8.3) o bien
una sucesion de intervalos cerrados {[an,b,]}22, encajados, es decir,

agalg"'ganganJrl SanrlenSSbl Sb7 ’I’LEN, (84)
en los cuales
F(a,)F(b,) <0,neN (8.5)
y
—a

La propiedad (8.4) determina que {a,}52; es una sucesién mondtona creciente y
acotada y que {b,, }52; es una sucesién monétona decreciente y acotada. Por tanto,
existen 7n; € [a,b], i = 1,2, tales que

m= lim a, < lim b, =mns.

n——+00 n——+00

Ahora bien, de (8.6) se deduce que
lim (b, —an)=0 = n =1n2=n

n—-+o0o

por lo que la continuidad de F' junto con (8.5) hacen que
(F(n))? <0,

de donde F'(n) = 0. De esta forma, n = £ es la tnica raiz de la ecuacién (8.3).

Ademas,

g on ;r bn
Por tanto, para encontrar un valor que aproxime a £ con un error inferior a

€ > 0 basta tomar

b, — an b—a
- 2 — on+1l’

neN. (8.7)

a, + by,
¢= 2

siendo n € N tal que

b—a

ot <g,
es decir,

In(b—a) —Ine
> — - —1.
" In2

Observacion 8.1. El método de la biseccién es 1til para dar una idea rdpida
de la localizacion de las raices, es decir, para determinar intervalos de longitud
pequena que contengan una unica raiz; en cambio, los cdlculos aumentan conside-
rablemente si deseamos una buena aproximacion de la raiz, al ser la convergencia
muy lenta. Esto hace que este método se aplique, principalmente, como un paso
previo a la utilizacién de otros métodos iterativos de convergencia mas réapida. o
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8.3. Métodos de punto fijo

Una forma alternativa de abordar el problema de hallar las raices de una ecua-
cién
F(z)=0 en [a,]
es considerar otra ecuacion

G(z) =0 en [a,b)

que sea equivalente a la anterior en el sentido de que ambas tengan las mismas
raices. De las muiltiples formas en que esto puede llevarse a cabo vamos a conside-
rar, en esta seccién, el caso de que

G(z) = f(x) — x, x € [a,}]
para alguna funcién f : [a,b] — R. De esta forma,
F(z)=0 en [a,b] & f(z) =2z en [a,b].
Esto nos lleva a dar la siguiente definicion:

Definicién 8.2. Sea f: D C R — R una aplicacién. Un elemento & € D es un
punto fijo de f si
f&)=¢ o

Observacion 8.2. Obviamente, los puntos fijos de una funcién f son aquellos
en los que su gréfica y = f(x) corta a la recta y = x. En la figura 8.3 se representa
la funcién

flx)=22" — (2V2+7)2® + 7T(V2+ 1)2? — (V2 + D)z +2vV2  (8.8)

cuyos puntos fijos son

=3 &=1&=VIy&a=2 o

A continuacién vamos a considerar una clase de funciones para las que, bajo
ciertas hipétesis, va a existir un tnico punto fijo.

Definicién 8.3. Una aplicacién f : [a,b] — R es contractiva (o una contraccion)
en [a,b] si existe 0 < k < 1 tal que

|f (@) = f(y)| < klz—yl, 2,y € [a,b]. (8.9)

k se denomina constante de contractividad. o

© Ediciones Pirdamide



Meétodos de punto fijo 351

2.57

1.5¢

0.5f

|

|

|

|

| | |

| | |

| | |

| | | |
£0.6 g, 12 &, 18 g,

Figura 8.3: Puntos fijos de la funcién f dada en (8.8).

Ejemplo 8.2. La aplicacién f : [1,2] — R dada por

ﬂm:g+%memﬂ

1
es contractiva en [1, 2] de constante k = 5 bues para todo z,y € [1,2] se verifica:

o -twi=|(5+1) - (4+1)|-

|1 1
2 ay

2 Ty

T —y :v—y’

1
\w—ylﬁglw—yl- o

Observacion 8.3.
1. Si f es contractiva en [a, b] entonces, a partir de (8.9), se tiene que
|f(@) = fy)l < klz —y[ < |z —y|, z,y € [a,b].

Por tanto, la distancia de f(z) a f(y) es menor que la distancia entre x e y.
Es decir, al aplicar la funcién se “contrae” la distancia entre los puntos; de
ahi el calificativo de contractiva.

2. Si f es contractiva en [a, b] entonces es uniformemente continua (y, por tanto,
continua) en [a,b]. El reciproco, en general, no es cierto. En efecto, basta
considerar, por ejemplo, la funciéon

f(x) = \/mv HAS [_171]'
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Como f es continua en el compacto [—1,1] entonces f es uniformemente
continua en [—1, 1]. En cambio, para todo n € N se verifica que

()0t

2 0
por lo que la funcién f no es contractiva en el intervalo [—1,1]. De hecho,
como se observa en la figura 8.4, la derivada de la funcién f(x) tiende a
infinito cuando = — 0.

1

0.75¢

0.51

0.25¢

0 . . . . . .
-1 -0.75 -05 -025 O 025 05 075 1

Figura 8.4: Funcién f(z) = /|z|.

3. Si f € C([a,b]) es derivable en (a,b) y existe 0 < k < 1 tal que

[f'(2)] <k, € (a,b)

entonces la aplicaciéon f es contractiva en [a, b] de constante k pues, a partir
del teorema del Valor Medio, se tiene que

|f(@) = f)l = f' )]z —y|l < klz —y|, z,y € [a,b].
Si f€Cl([a,b])y
If' ()| <1, z € [a,b] (8.10)

entonces f es contractiva en [a, b] de constante

k= max, |[f(x)| =||f HLoc(a,b)'

a<lz<

Para que este resultado sea cierto es esencial que el intervalo [a, b] que aparece
en (8.10) sea cerrado. En efecto, la funcién f : [0,1] — [0, 1] dada por

f(z) = % € 0,1]
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verifica
If' () =1—-2<1, ze€(0,1]

y no es contractiva en [0, 1], ya que
1 1 1 1
V() =2 (122

()~ ()]=3] 03

173 1 4n-3

dn) 2n = 4n

4 _
m T3y
n—+oo  4n

SONCE

353

Teorema 8.1 (Punto Fijo de Banach). Si f:[a,b] = R es contractiva de

constante k € [0,1) y verifica

f(la,0]) C [a, 0]

(8.11)

entonces f tiene un inico punto fijo en [a,b], es decir, existe un inico & € [a,b]

tal que f(§) = &. Ademds, £ es el limite de la sucesidon definida por
xo € la,b] arbitrario
T = f(xn—1)7 neN

y se tiene la sigutente estimacion del error:

n
_k‘xl—l‘o‘, n € N.

|20 — | < 1
DEMOSTRACION.
a) Unicidad: supongamos que existieran &; € [a,b], i = 1,2, tales que
&) =¢&
para ¢ = 1,2, y veamos que, de hecho, £&; = &. En efecto, como

&1 = & = [f(&1) — f(&)| < k[& — &2

entonces
0<(1—-Fk)[&—&[<0
de donde, al ser 0 < k < 1, se deduce que & = &s.
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b) Existencia: la hip6tesis (8.11) hace que la sucesién {x,, }°2 , definida en (8.12)

verifique
Ty € [a,b], n € NU{0}.

Veamos que esta sucesion es de Cauchy en [a, b]. Para ello debemos demostrar
que para todo € > 0 existe n. € N tal que

[T — Tn| <€ s m,n > ne.
En primer lugar, observemos que para todo ¢ € NU {0} se cumple que

|Tg+1 — 4] = [ () — f(Tg-1)| < klzg — T4-1]
S k2|$q,1 — .’L'q,Q‘ S s S kq|fL‘1 — £U0|.

Suponiendo que m > n podemos escribir m = n + p con p € N. De esta
forma, aplicando la propiedad anterior, se verifica

|Zntp — Tn| = [(Tntp — Totp—1) + (Tnip—1 — Tnap—2) + -+ + (Tnt1 — )|
S |Zntp = Tngp—1l + [ Zngp—1 = Tnap—2| + -+ + [Tnp1 — 20
< E"TPTay — x| + EVTPTR 2y — x| 4 -+ K2y — 20
= (KP4 B TPTR KT 2 — o

— km (kp71+kp72+"'+k+1) |1’1 *l'0|
p—1

) > kn
an|$1—1‘0|2k2§kn|z1—$0| ]{Jl:
=0 =0

1-k

|1:1 — Zo|,

por ser 0 < k < 1. Por la misma razon,

lim k" =0

n——+00
y, en consecuencia, dado € > 0 existe n. € N tal que
kn
1-k

|z1 — 20 <& si n>ne.

Asi, si n > n, se tiene que
|Tnip — Tnl <e,

luego {x,}52 es una sucesién de Cauchy en [a,b] y, por tanto, convergente
en [a, b], es decir, existe £ € [a,b] tal que

= lim =x,.
f n—-+oo n
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Como f € C(]a,b]) entonces, de la relacién anterior, se obtiene que

FO =7 (dim_ o) = T fle) = lm o =6
o sea, £ es (el tinico) punto fijo de f. Finalmente, para cada n € N fijo hemos
obtenido la estimacién
kTL
|Zn — Tpgp| < m|$1 —xol, pEN.

Haciendo tender p — 400, se obtiene la cota del error dada en (8.13). o
Observacién 8.4.

1. Es de especial importancia el hecho de que el teorema del Punto Fijo no
sblo asegura la existencia y unicidad del punto fijo de la ecuacion sino que,
al ser la demostracién constructiva, disena el método de calculo del mismo,
mediante lo que se conoce como el método de las aprorimaciones sucesivas
de Picard o método del Punto Fijo.

2. Aunque en las condiciones de aplicacion del teorema del Punto Fijo la suce-
sién {z,}52, va a converger a ¢ independientemente de z, conviene tomar,
en la medida de lo posible, datos iniciales préximos a &.

3. A partir de (8.13), si queremos aproximar £ de forma que el error cometido
sea inferior a ¢ > 0, basta tomar n € N verificando

k™ In((1 —k)e) — In(Jz1 — o))
1_k|$1 $0|<€<:>n> Ik

, (8.14)

siendo x,, el valor aproximado buscado. g

Observacion 8.5. Regresando a los métodos iterativos de resoluciéon de un sis-
tema lineal Au = b estudiados en el capitulo 5, nétese que el método iterativo
considerado en la definicién 5.1 no es mas que el de las aproximaciones sucesivas
de Picard: hallar un punto fijo u de la aplicacién f : V — V dada por

flv)=Bv+c,veV.

Cuando existe una norma matricial ||-|| (subordinada a una norma vectorial ||-||)
con || B|| < 1 se verifica que la aplicacién f es contractiva, puesto que

1f(v) = fw)l| = [[Bv = w)|| < | B]| [[v = wl[, v,w eV,

por lo que la funcién f tiene un tnico punto fijo u € V que es solucién del sistema
lineal u = Bu + ¢ y, por tanto, de Au=b5b. g
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Observacién 8.6 (Interpretacion geométrica). En lafigura 8.5 se muestran
las iteraciones sucesivas del método de Punto Fijo para la ecuacién

f@) =2

donde hemos supuesto, para simplificar, que f € C*([a,b]), f’ tiene signo constante
y, ademads,
[f' (@) <L 2 €a,b].

Figura 8.5: Iteraciones del Punto Fijo para 0 < f'(z) <1y —1 < f'(z) < 0.

Ejemplo 8.3. Vamos a aproximar las raices de la ecuacién
et —z=0
con un orden de error inferior a 10~3. Para ello, consideramos la funcién
Flz)=e®—z, xR

Como

1
FO) =1y Fl)=-—-1=
=1y F()= .
por el teorema de Bolzano existe £ € (0,1) tal que F'(£) = 0. Por otra parte, como
Flz)=-e7-1<0,z€R
la raiz £ de F' es tnica. A partir de la funcién

flx)=e" 2z€R

se da la equivalencia
Flz)=0 & f(zx)==x.
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-0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 8.6: Funciones f(z) = e " y g(x) = z.

Como se verifica que

fl(z)=—-e"<0,z€R,

entonces la funcion f es estrictamente decreciente en R y, por tanto,

F0.1) =171, S0 = | 1.1] < 0.1
Aplicando ahora el teorema del Valor Medio obtenemos que

le™® —e Y| =e"|z—yl, z,y €0,1].
Puesto que

lim e 7=1
n—0

no podemos probar la contractividad de f en el intervalo [0,1]. Busquemos un
intervalo mas pequeno: como

1 1 1 1
Sl==<1 )==>>-~
f (3> s y f)=2>3
entonces, por ser f estrictamente decreciente, se verifica que
1 1
1] C|=,1f.
/([52]) < s
Por otra parte, al aplicar el teorema del Valor Medio, se tiene que

1
et =yl < e Ho—al ny € |31
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ya que

1 _ _1
§<77<1:>e"<e 3,

, 1] de constante

W =

Por tanto, la funcién f es contractiva en {

k=e 3 <1.
. . . L. 1
Asi, por el teorema 8.1, se tiene que existe un unico & € 3 1| tal que
E=et o et-¢=0
y, ademads, si consideramos la sucesién

o —

Q| =

Tp =€ "1 neN

se verifica que
lim =z, =¢&.
n— 400
Para aproximar & con el orden de error deseado, tomamos n € N verificando (8.14),
es decir,

1
e 3 —

‘ <1073 & n > 21.6276.

wl

Por tanto, tomando n = 22, tenemos asegurado que el valor
oo = 0.56714233424982

aproxima a & con un error inferior a 1072, Puesto que la acotacién del error es
simplemente eso, una acotacién, es probable que para valores més pequenos de
n también se tengan aproximaciones de & con la precisién requerida. Asi, en este
caso, puesto que

& ~ 0.56714329040978,

basta tomar términos de la sucesién a partir de 13 = 0.56730080374378. g

Para poder comparar los distintos métodos necesitamos definir las distintas
velocidades de convergencia:
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Definicién 8.4. Sea {a,}52, C R una sucesién convergente,
{ = nli)rfooan y en = lan, — ¢, n e NU{0}.

La sucesion {a, }52, converge a ¢:

a) Al menos linealmente si existe M > 0 tal que

e
— < M,neN.
€n—1

b) Al menos cuadrdticamente si existe M > 0 tal que

e
n2§M,TIEN [}

(enfl)

y=x

y=X

y=Mx >

Figura 8.7: Convergencia lineal y convergencia cuadrética.

Observacién 8.7.

1. Cuando se verifica que

. €n . €n
lim =0 o0 lim — 3
n—-+oo €n—1 n—-+oo (enfl)

=0

el orden de convergencia de la sucesién {a, }22, a ¢ se denomina, respecti-
vamente, superlineal o supercuadrdtico.

2. Las nociones anteriores pueden generalizarse: la sucesién {a, 2, converge
a ¢ al menos con un orden de convergencia o > 0 si existe M > 0 tal que
€n

——— <M, neN. 8.15
(en—l)a B ( )
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3. Si {a,}22,, converge cuadraticamente a ¢ entonces el error en el paso n es
del orden del cuadrado del error cometido en la etapa n — 1. En particular,
siM<1ye,_1 <10~™ entonces e, < 107%™, es decir, si a,_; aproxima
a £ con m decimales exactos entonces a, aproximard, al menos, con 2m
decimales exactos el valor de ¢; por tanto, cuando M < 1, el ntimero de
decimales exactos se va duplicando en cada iteracién. En general, si {a,}52
converge a ¢ con un orden de convergencia o > 0 entonces es inmediato

demostrar por induccién, a partir de (8.15), la desigualdad

siendo

n—1, n—2_ . 1 o™
U, (M,a,eq) = M* T+ “Hotatlen :{

Para hacernos una idea de la estimacién anterior, supongamos que

1

M:€0:*,

2

en cuyo caso la funcién ¥, («) es de la forma

€
€

U, (o) =

)
) (-

2

€n < \I/n(M7aan)7 neN

M™ €p si

1—a™ n .
MT=aef si a#l.

si a=1

n41

1—a
11—«
) sio a#l

y toma los valores de la tabla 8.1 para la convergencia lineal, cuadratica y

cubica.
TABLA 8.1:
Valores de la funcién ¥, («) para M = eq = %
l n H a=1 [ a=2 [ a=3
1 || 2.500000 x 10~ | 1.250000 x 107! 6.250000 x 1072
2 || 1.250000 x 10~* | 7.812500 x 1073 1.220703 x 1074
3 || 6.250000 x 1072 | 3.051758 x 107° 9.094947 x 10713
4 || 3.125000 x 1072 | 4.656613 x 10~ 1° 3.761582 x 10737
5 || 1.562500 x 1072 | 1.084202 x 10~ 1° 2.661225 x 107110

Nétese que cuanto mayor es el orden de convergencia a y mas grande es el
valor de n la funcién ¥, («) va decayendo a cero mds rdpidamente, lo que

hace que e, también lo haga (véase (8.16)).
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Veamos que el orden de convergencia de la sucesién definida en el teorema 8.1
es, al menos, lineal.

Proposicién 8.1. Si f : [a,b] — [a,b] es contractiva de constante k € [0,1),
entonces la sucesion {x,}°2, dada en (8.12) converge, al menos linealmente, al
dnico punto fijo & de f en [a,b].

DEMOSTRACION. Denotando por
en = |z, —§[, n € NU{0},
por ser £ punto fijo de f, se tiene que
en = |zn =& = |f(2n-1) = fE)] < klon_1 — & = ken_1,
de donde se sigue el resultado. g

Observacion 8.8. Cuanto menor sea el valor de k, mas rapidamente convergera
la sucesién {x, 22, al punto fijo £&. g

8.4. Meétodo de Newton

Dada F' : [a,b] — R estamos interesados en encontrar un valor aproximado de
las raices de la ecuacién
F(z) =0 en a,b)].

Para ello, vamos a considerar una ecuacién de punto fijo equivalente a la anterior,
es decir,
F(z)=0 en [a,b] & f(z) =2z en [a,b].

Obviamente, la equivalencia anterior se da para cualquier funcién f de la forma
f(z) =2 — ¢(x)F(x), x € [a, b (8.17)
donde ¢ : [a,b] — R es una funcién arbitraria verificando
¢(z) #0, x € [a,b].

Supongamos que ¢ es la tnica raiz de F en [a,b] y, por tanto, el uinico punto fijo
de f en [a,b]. Si la sucesién

xg € [a,b] arbitrario
In = f(xnfl)a n €N
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es convergente, tendra por limite el punto £. Vamos a elegir la funcién ¢ de forma
que la convergencia de la sucesion {z,, }52, sea, al menos, cuadratica. Formalmente,
haciendo un desarrollo de Taylor obtenemos

_ _ / F"(nn—1) 2
0= F(E) = Flan1) + F'(on1)(€ ~ za1) + 2 g - )
con 1,_1 entre £ y x,_1. Despejando se obtiene que
1 (1) 2
—Tp1=———— | Fzn_ — (€ —zp- . 1
= tns =~ (Plonn) + T2 ey 818
Por otra parte,
Tn = f(frn—l) =Tp-1 — Qb(xn—l)F(xn—l)a
es decir,
Tt — Tp = Q(Tp—1)F(zn_1). (8.19)
Consecuentemente, la suma de las relaciones (8.18) y (8.19) determina que
1 F(nn—1) 2
—Ep = ) ) Fzp_) — — Zao1)
§—an (d’(mn 1) F’(Scn1)> (Tn-1) 2F (Tn_1) (€ —n-1)

Asi pues, si existen my, Ms > 0 tales que

|F'(z)] > mq >0, z € [a,b] (8.20)

y

[F"(z)| < M, @ € (a,b), (8.21)
basta tomar 1

o(x) = Fa)’ x € [a,b] (8.22)
para que

M-
en < 2—m21(en_1)2, neN (8.23)

y, por lo tanto, la sucesién {x,}22 ; tendra, al menos, convergencia cuadratica. Es
decir, tomamos

. F(x)
()

flz) = , x € [a,b] (8.24)

a partir de la cual se obtiene el método de Newton

xo € [a,b] dado

F(n_1) (8.25)

xn:xnfl—m7neN.
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Observacién 8.9 (Interpretacién geométrica). Una iteracién de este mé-
todo consiste en tomar como z,11 el punto de corte de la recta tangente a la grafica
de la funcién F en el punto x,, con el eje de abscisas (véase la figura 8.8). En efecto,
la ecuacién de la recta tangente a la curva y = F(x) en el punto (z,, F(x,)) viene
dada por

y=F(z,) + F'(zn)(x — )

y la interseccion de esta recta con el eje de abscisas es

_ . Fla)
n F,(In)v

es decir, la iteracion siguiente x,,+1 en el método de Newton. g

Figura 8.8: Método de Newton.

Para demostrar la convergencia del método de Newton vamos a requerir la
siguiente hipétesis sobre la funcién F' : [a,b] — R:

F € C%([a, b])
w0 F(a)F(b) < 0

F’ tiene signo constante en [a, b]

F" tiene signo constante en [a, b].

Estas condiciones seran también las que se utilicen para probar la convergencia de
las diversas variantes del método de Newton que se describen en la seccién 8.5.

Observacién 8.10.

1. Toda funcién que verifique () tiene una tnica raiz en [a, b] que es simple.
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2. Teniendo en cuenta las distintas posibilidades de los signos en (#), pueden

presentarse cuatro casos (véase la figura 8.9):

F € C%([a,b]) F € C%([a,b)])
() F/(a) <0< F(b) ) F/(a) <0< F(b)
F'(x) >0, z € [a,b] F'(z) >0, z € [a,b]
F'(z) >0, x € [a, b] F'(z) <0, x € [a,b]
F € C%([a,b]) F € C%([a,b)])
)1 F/(a) > 0> F(b) (40 F/(a) >0> F(b)
F'(x) <0, z € [a,b] F'(z) <0, z € [a,b]
F'(z) <0, x € [a, b F'(z) >0, x € [a,b]
Hipétesis 1 Hipotesis 2
E— /
Hipétesis 3 Hipétesis 4

Figura 8.9: Tipos de funciones verificando la hipétesis (H).

Para demostrar la convergencia del método de Newton cuando F' verifica la
hipétesis (H) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que F' verifica
(H)1. En efecto, la funcién

—F(—x), x € [=b,—a] si F verifica ()2
G(z) = — F(z), z € [a,b] si F verifica (H)3
F(—x), x € [-b,—a] si F verifica (H)4

verifica (#);. Es un sencillo ejercicio comprobar que si la sucesién del método
de Newton para G es convergente, también es convergente la sucesion del
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método de Newton para F' en cada uno de los tres casos; si F' verifica (H)s
ambas sucesiones coinciden mientras que si F verifica (H)2 o (H)4 una su-
cesion es la opuesta de la otra.

Teorema 8.2. Si F verifica (H) y c € [a,b] es el extremo de [a,b] tal que
sign F(c) = sign F"'(c),

entonces el método de Newton para F' con xg = ¢ converge, al menos cuadrdtica-
mente, a la inica raiz & de F en [a,b].

DEMOSTRACION. Por la observacién 8.10 sabemos que F' tiene una unica raiz
¢ en [a,b] y que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que F verifica la
hipétesis (H)1, lo que hace que ¢ = b. Vamos a probar, por induccién, que

Zn € (£,0], n € NU{0}.
i) Para n = 0 el resultado es obvio, pues xy = b.
i1) Suponiendo cierto el resultado para n, es decir,
<o, <b (8.26)
lo demostramos para n+ 1. Desarrollando por Taylor la funcién F' obtenemos

()

0=F(&) = F(an) + F'(zn)(§ —25) + T(f - mn)2

para algtn n,, € (£, z,). Por la hipé6tesis de induccién y (H);

F" (1)
2

(€ —2,)2>0

y, por tanto,
F(z,) + F'(x,) (€ — xp,) < 0.
Asi,
F(r,)
F(z,)
pues F'(z,) > 0y no se invierte el sentido de la desigualdad. Ademds, como
F’(x,) > 0y por la hipétesis de induccién F'(z,) > 0, entonces

Tyl = Ty — Fi(zn) <zp<b (8.27)

§<xn_

y, de esta forma,
f < Tn41 S b.
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Por otro lado, de (8.27) se tiene que la sucesién {z,}52, C (&, b] es estricta-
mente decreciente y acotada. Consecuentemente, existe

n= lim =x,.
n—-+o0o

Ahora bien, la continuidad de la funcién f definida en (8.24) determina que

f(??) = lim f(xn) = lim z,y1=17

n—-+o0o n—-+o0o

0, equivalentemente,

F(n) =0

por lo que la unicidad de raices de F en [a, b] hace que n = £. Ademds, la hipétesis
(H)1 hace que se verifiquen las condiciones (8.20) y (8.21) que implican la conver-

gencia al menos cuadratica, como ya se detall6 en la introduccién de este método
(véase (8.23)). o

Observacion 8.11.

1. El teorema 8.2 sigue siendo vélido si se toma como dato inicial cualquier
valor zq € [a,b] que verifique

sign F(xg) = sign F"(z0).

2. Recuérdese la gran velocidad de la convergencia cuadratica. Esto hace que
el método de Newton sea el que se emplee con una mayor frecuencia en las
aplicaciones. g

Ejemplo 8.4. Aproximemos las raices reales de la funcién
F(x)=2"+5r+8 2z €R
mediante el método de Newton. En primer lugar, se verifica que F' € C?(R),

>0,z2>0
Fl(z)=5(z*+1)>0,z€R y F'(z)=202*¢ =0,2=0
<0,z<0

por lo que la funcién F es creciente en R, céncava en el intervalo (—oo, 0) y convexa
en el intervalo (0,+00), siendo = 0 un punto de inflexidn de F (véase la figu-
ra 8.10). Como, adem4s,

F(=2) = -34<0<2=F(-1),
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por el teorema de Bolzano la funcién F tiene una tnica raiz £ € (—2,—1). Por
otra parte, como
F'(z) #0, z € R,

el teorema de Rolle garantiza que £ es la Unica raiz de la funcién en todo R. Puesto
que

F'(z) >0, z € [-2,—1]

F'(z) <0, z € [-2,—1]
si consideramos xg = —2 entonces el método de Newton es convergente y el limite
de la sucesion

o = -2
o — o xS +5T,-1+8 _ da_q—2 .
e 5z, +1) Sat |+ 1
es
wee T =S

60

40+

207

0
_20,
_40 1 1 1 1 1 1

-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2

Figura 8.10: Funcién F(z) = x° + 5z + 8.

Los primeros términos de la sucesién anterior vienen dados en la siguiente tabla:

|

™ |

-2

—1.60000000000000
—1.32236390595213
—1.16769339203490
—1.16703666447529
—1.16703618370190
—1.16703618370164

oUWl | of S
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Teniendo en cuenta que el valor de la raiz es
& =—-1.16703618370164. ..

y observando estos valores, se puede apreciar el efecto de la convergencia cuadratica,
puesto que x5 no tiene, a la derecha de la coma, ninguna cifra correcta, xz tiene
tres, x4 tiene seis, x5 tiene doce y xg tiene, de hecho, veinticuatro. g

A continuacién vamos a establecer una cota del error en términos de la diferen-
cia entre dos términos consecutivos de la sucesion, resultado que, como se detallard
mas adelante, servird como test de parada de las iteraciones.

Proposicién 8.2. Sea F € C?([a,b]) y denotemos por

my = min [F/(@)] y Ma= max |[F"(a)]. (8.28)

Simy > 0 la sucesion del método de Newton verifica que

I €| |$n_xn 1| n € N.

DEMOSTRACION. Dado n € N, si hacemos un desarrollo de Taylor de la funcién
F en torno al punto x,_1 y particularizamos en x = z,,, obtenemos que

J ol e
F(r) = Flaaor) + Fzu)(zn - zam) + 0 2
jad o
= (7; 1)(xn —$n71)2
con 7,_1 entre T,_1y T,, ya que
F(xn_l)
Tp = Tn—-1 — F/(.’Bn,1)
Por tanto,
M.
[F(zn)] < 72|$n — (8.29)

Como, por otra parte,
|F(zn)| = [F(zn) = F(E)] = [F'(vn)| |20 — €] 2 malan — €],
entonces, a partir de (8.29), se verifica que

F M.
| ( )|§—2|:cn—xn12. .

<
2 — € T
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8.5. Variantes del método de Newton
Seguimos interesados en resolver la ecuacion
F(z) =0 en [a,b)].

Como hemos visto, en las condiciones de aplicaciéon del método de Newton, éste
tiene convergencia al menos cuadratica. No obstante, el inconveniente que puede
presentarse es que en las sucesivas iteraciones hay que evaluar la derivada de F
y ésta puede ser dificil de calcular y evaluar, haciendo que el “gasto” en cada
iteracién sea grande.

En esta secciéon vamos a considerar algunas variantes de este método que “sus-
tituyen” la derivada de F' por algo menos costoso de calcular. De esta forma las
iteraciones seran mas sencillas aunque, en contrapartida, la convergencia sea mas
lenta.

8.5.1. Método de Whittaker

En este método se toma, en lugar de F’(x), un valor constante A # 0. Nétese
que, a partir de (8.22), esto es equivalente a tomar

6(z) = 5. 7 € [0,
en (8.17). En consecuencia,
flx)=a— Fg\x), x € [a, b]

a partir de lo cual se obtiene el método de Whittaker

xo € [a,b] dado

(8.30)
%7 n € N.

Ty = Tp—1 —

Observacién 8.12 (Interpretacién geométrica). La ecuacién de la recta de
pendiente A que pasa por el punto (z,, F(x,)) viene dada por

y = F(zn) + Mo — zn)

y la interseccién de esta recta con el eje de abscisas es
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esto es, la iteracién siguiente x,1; en el método de Whittaker. Es decir, este
método consiste en intersecar el eje de abscisas con rectas paralelas que pasan por
la imagen por F' de la iteracién anterior x,, y tienen pendiente constante A (véase
la figura 8.11). g

Figura 8.11: Método de Whittaker.

Veamos un resultado que asegura la convergencia de este método bajo las
mismas hipétesis que en el método de Newton.

Teorema 8.3. Si F verifica (H), ¢ € [a,b] es el extremo de [a,b] tal que
sign F(c) = sign F"'(c)
y A € R\{0} verifica que
sign A =sign Iy |A| > [F'(c)],

entonces el método de Whittaker para F con xg € [a,b] arbitrario converge, al
menos linealmente, a la dnica raiz £ de F en |[a,b].

DEMOSTRACION. Por la observacién 8.10 sabemos que F' tiene una tdnica raiz
& en [a,b] y que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que F' verifica la
hip6tesis (H)1 lo que hace que ¢ = b. Por lo tanto, el rango de valores de \ es

A>F'(b) > 0.
En las condiciones anteriores vamos a demostrar que la funcién

flx)=z— @, x € [a, b]
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verifica las hipétesis del teorema del Punto Fijo, utilizando que f € C?([a,b]) por
serlo F':

a) f([a,b]) C [a,b]. Como F” > 0 en [a,b], la funcién F’ es estrictamente
creciente en [a, b]. Por tanto,

0< Fl(z) < F'(b) <\ x €la,b],

lo que implica que

F'(x) _ A— F'(x)
A A

De esta forma, la funcién f es creciente en [a, b]. En concreto,

fla) < f(x) < f(b), x € [a, b]

flla)=1- >0, x € [a,b]. (8.31)

y, con ello,

aca- D pay< @y < sy =b- T < e oy

ya que F'(a) <0< F(b) y A > 0. Asi,
f(la,b]) C (a,b) C [a,b].

b) f es contractiva en [a, b]. Para ello vamos a probar que existe 0 < k < 1 tal

que
|f' (@) <k, @ € [a,b].
Como }
f%@=—5§9<axemﬂ

entonces la funcién f’ es estrictamente decreciente en [a, b]; utilizando (8.31),
llegamos a que

k= max |/'(@) = max f'(z) = (o) = 1 - Y

<1.
a<z<b a<z<b A

Por tanto, aplicando el teorema 8.1 se tiene que £ (que es la tnica raiz de F en
[a, b] y el tinico punto fijo de f en [a, b]) se obtiene como limite de la sucesién dada
por

xo € [a,b] arbitrario

F(‘rnfl)
A

Ademss, por la proposicién 8.1, la convergencia de la sucesién es, al menos,
lineal. o

Ty = Tp_1 — ,neN.
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Observacién 8.13.

1. En términos geométricos, el teorema 8.3 asegura que el método de Whittaker
es convergente para todos los valores de la pendiente A que sean mayores que
la mayor pendiente de las tangentes a la curva y = F(z) en el intervalo [a, ).

2. Puede demostrarse (véase el problema 8.9) que el método de Whittaker con-
verge mas réapidamente cuanto mds cerca de F'(c) esté A. Por tanto, el
método de Whittaker dptimo, aquel en el que los términos de la sucesién
{]zn — &]}22, son lo menor posible, se obtiene eligiendo

A= FI(C)a
y a veces se denomina método de Newton modificado.

3. En el caso general en que F verifique (H), si ¢ € [a,b] es el extremo de [a, b]

tal que
sign F(c) = sign F"'(c)

y d es el otro extremo del intervalo, entonces la funcién

Como Ay F'(d) tienen igual signo, el teorema del Punto Fijo permite obtener
la siguiente estimacién del error: para cada n € N se verifica que

< >|f<:cO> N G

Ejemplo 8.5. Sea F:[0,1] — R dada por
F(z)=¢e" —2cosz, z € [0,1].

Como
F0)=—-1<0<e—2cosl=F(1)

y para todo z € [0, 1] se verifica que

F'(z)=e"+2senx >0y F'(x) =€"+2cosz >0

© Ediciones Pirdamide



Variantes del método de Newton 373

entonces c =1, d =0y F'(1) = e+2sen 1. Tomando A = 5y z¢ = 1, los primeros
términos de la sucesion del método de Whittaker son los dados en la siguiente
tabla:

DN

1

0.67246455665545
0.59356817154295
0.56306088171033
0.55010311807329
0.54440501432519
0.54186273656146

o|lu x| wln|—| o S

siendo £ = 0.53978516080928 ... o

8.5.2. Método de las cuerdas

En este método se toma, en lugar de F'(z), la funcién

F(e) = F(x)

cC—Xx

, x € [a,b],
donde ¢ va a ser uno de los extremos del intervalo [a,b]. A partir de (8.22), esta
eleccion equivale a tomar

C—Xx

o(x) = O —F) x € [a,b]

en (8.17). Asi, en este caso

m(c—w)7 x € [a,b]

fla) = -

a partir de la cual se obtiene el método de las cuerdas

xo € [a,b] dado

F(Z'n_l) c— n (832)
Fl) = Flay )¢~ n-thnel.

Tp = Tn—-1 —

Observacién 8.14 (Interpretacién geométrica). Tomando ¢ = b, la ecua-
cién de la recta que pasa por los puntos (z,, F(z,)) y (b, F(b)) es
F(b) = F(xn)

y=F(zn) + b—a, (@ — xp)
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Figura 8.12: Método de las cuerdas.

v la interseccion de esta recta con el eje de abscisas es

F(b) = F(zn)

r=x, —

(b_xn)v

es decir, la iteracién siguiente x,, 1 en el método de las cuerdas. g

Veamos un resultado de convergencia para este método bajo las mismas hipétesis
que en el método de Newton.

Teorema 8.4. Sea F verificando (H), ¢ € [a,b] el extremo de [a,b] tal que
sign F(c) = sign F"'(c)

y d el otro extremo del intervalo. Entonces el método de las cuerdas para F con
xg = d converge, al menos linealmente, a la dnica raiz £ de F en |a,b.

DEMOSTRACION. Por la observacién 8.10 sabemos que F' tiene una tnica raiz
& en [a,b] y que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que F' verifica la
hip6tesis (H)1 lo que hace que ¢ = b y d = a. Veamos, por induccién, que

Ty € [a,€), n € NU{0}.
i) Para n = 0 el resultado es obvio, pues xg = d = a.
it) Suponiendo cierto el resultado para n, es decir,

a<m, < (8.33)
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lo mostramos para n + 1. Al ser F’ > 0, la funcién F es estrictamente cre-
ciente en [a, b] y, por tanto,

F(a) < F(z,) < F(§) =0.
De esta forma, como
F(b)— F(zp) > —-F(zp) >0y b—z, >b—& >0, (8.34)

entonces

La hipotesis
F"(z) >0, z € [a,b]

determina que la funcién F' es convexa en el intervalo [a, b]; asi, en particular,
la gréfica de F' en [z,,b] queda por debajo de la cuerda de ecuacién

F(b) = F(zn)

u(w) = Flan) + ——

(x —xp)

que une los puntos (z,, F(x,)) y (b, F(b)). De esta forma, evaluando en el
punto & € (z,,b) se tiene que

0=F() <y(§) = Flzn) +

de donde se obtiene que

$Z T T By - Fay)

(b—xp) = Tpy1.

Por tanto, por (8.35), la sucesién {x, }22 , es estrictamente creciente y, ademds,
a=29 < Tp <Tpi1 <E<b, neN, (8.36)

luego existe 7 € [a, &] tal que

Como F € C([a,b]) y
F(Z‘n_l)

(b—xp-1),neN

Tp = Tp—1 —

F(b) — F(xp—1)
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haciendo tender n — +o00, se obtiene que

__ F) B
M= E ey Fy O
es decir, -
_Fw)
7o) Fy L =0

de donde se concluye que F(n) = 0 ya que, por (8.36), n # b. De esta forma, por
la unicidad de raices de F' en [a,b], se llega a que n = &.

Finalmente, utilizando (8.33) y (8.35), para todo n € N, se tiene que
0>zp1—€>x, — &
Por tanto,
€n+1 = |mn+1 _5‘ < |xn _§| = €En,

de donde se deduce la convergencia, al menos lineal, del método. g

Ademis se tiene el siguiente resultado relativo a la estimacién del error:
Proposicién 8.3. Sea F verificando (H) y denotemos por

— 4 / _ /
my= min |F(z)] y M= max [F'(2)]. (8.37)

La sucesion del método de las cuerdas comenzando en xo = d verifica que

Ml—ml

|z, — &| < |z — Zp_1], n € N.

mi

DEMOSTRACION. Nuevamente, por la observacién 8.10, F' tiene una tinica raiz &
en [a, b] y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que F verifica la hip6tesis
(H);1 lo que hace que ¢ = b y d = a. Para cada n € N, por el teorema del Valor
Medio, se verifica que

F(E) - F(zn—l) = F/(T]n—l)(g - xn—l) con 7p—1 € (In—l,f)

y
Fb)— F(zp_1) = F'(vn_1)(b—2pn_1) con v, 1 € (wp_1,b).

De esta forma, como F'(£) = 0, se tiene que

F’(Un—l)(f —Tp_1)=—F(zp_1) = %ﬁf?-l)

=F'(vp_1)(xn — Tp_1).

(xn - xn—l)
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Como la funcién F” es positiva en [a, b] entonces

F/(Vn—l)

- \ITpn — Tp—
)

g —Tpn-1=

y, por tanto,

FI(anl)

o B L

E—xp=(E—2p 1)+ (Tpo1 —an) = (

) Pl
F/(nnfl) n n—1)-

Tomando valores absolutos se concluye, a partir de (8.37), el resultado. o

8.5.3. Método de la secante

377

Este método es una version del método de Newton en el que se discretiza la
derivada mediante la férmula de derivacién numérica més simple, la de dos puntos.

Es decir, en lugar de F’(x,—1) tomamos el cociente incremental

F(xn_l) — F(zn_g)

Tp—1 — Tp—2

para n > 2. Se obtiene asi el método de la secante

zo, T1 € [a,b] dados

F(xn—l)
F(xnfl) — F(l‘n,2>

Tp = Tp—1 — (xn—l - xn—2)7 n Z 2.

X =

Figura 8.13: Método de la secante.
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Observacién 8.15 (Interpretacién geométrica). La recta que une los pun-
tos (-1, F(n-1)) y (€n, F(z,)) viene dada por

F(mn) — F(Z‘n_l)

Ty — Tp—1

y:F<xn)+ (a:—xn)

y la interseccién de esta recta con el eje de abscisas es

F(z,) — F(xp—1)

T =T, — (Tn — Tn—1),

es decir, la iteracién siguiente x,, 1 en el método de la secante. g

A continuacién se presenta un resultado que asegura que el método de la secante
es, de todas las variantes del método de Newton consideradas, el que converge més
rapido.

Proposicién 8.4. Si F € C?([a,b]) y denotamos por
en = |z, — €|, n € NU{0}
siendo & una raiz de F en [a,b], entonces

M
€n S 726n—1671,—27 n Z 2 (839)
2m1

donde
— 3 / _ 1
my = argnzlgb|F ()| y My = ar;lg;cbw ()]

Por tanto, cuando el método de la secante converge, se verifica que

. e
lim =0
n—-+o0o €n—1

por lo que la convergencia es superlineal.

DEMOSTRACION. Por definicién se tiene que
F(xn_1)

F(xnfl) - F(xn72

F(&) _ F(l’n,1) Tn—1 — Tpn—2 )
§—Tn_1 F(xn—l) - F(l'n—Q)

g_xn :g_xn—l + )(xn—l _xn—2)

(£ —xn-1) (1 -

= (€~ 2n-1) (1 - F[xnl,g]l)

F[xn—la xn—2]

[xnfla xn72]
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(véase la definicién 6.2, donde se introducen las diferencias divididas). Por tanto,

F[xn—Q, l'n—l] - F[xn—la 5] 1
Tp—2 —§ Flz,_1,2,_2]
F[mnf% Tn—1, 5]
Flep_1,0n-2]

5 — ITp = 7(5 - zn—l)(f - In—2)

—(§—zp—1)(§ — Tp—2)
Ahora bien, la propiedad

k+1)
f[mm—ka Tmp—(k=1)y- - - 75Emax] = f(k’-i-(lny)

(véase (6.12)) determina la existencia de ¢ y 7 tales que

" (ne)

€ —n = ~(€ ~201)(E —n-2) 5

de donde, tomando valores absolutos, se obtiene (8.39). g

Observacion 8.16. El resultado de la proposicién 8.4 se puede mejorar, puesto
que puede demostrarse que existe M > 0 tal que

lim L g
n—+oo (en p
siendo p la razon durea
1 5
pe 1Y 61803

(véase la practica 8.7). o

8.5.4. Método de la Falsa Posicion (o Regula Falsi)

Este método, sin dejar de ser una variante del método de Newton, puede inter-
pretarse también como una generalizacién del método de la biseccion. Para apli-
carlo, basta con que la funcién F' € C([a,b]) y no es necesario que F sea céncava o
convexa en [a, b] (en cuyo caso este método coincide con el método de las cuerdas).

Para describirlo, consideremos F' € C([a,b]) con F(a)F(b) < 0 de forma que
existe un unico ¢ € (a,b) tal que F(§) = 0. La ecuacién de la recta que une los
puntos (a, F(a)) y (b, F(b)) viene dada por
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y la interseccién de dicha recta con el eje de abscisas es

'*afiF(a) —a)=c
TSy @ T

Como haciamos en el método de la biseccién, tomamos
ar=a,by=c si F(a)F(c)<0
ap=c¢, by=>b si F(c)F(b) <0.

La siguiente iteracién se obtendria aplicando la misma estrategia al intervalo
[a1,b1] y, asi, sucesivamente (véase la figura 8.14).

—FKX)

a=a b

X

Figura 8.14: Método de la Regula Falsi.

8.6. Consideraciones finales

8.6.1. Test de parada de las iteraciones
Supongamos que & € [a, b] es la tinica raiz de la ecuacién
F(z)=0 en [a,b].

En la practica, suelen considerarse como buenas aproximaciones de £ valores n
tales que |F'(n)| sea pequeno, mientras que valores n para los cuales |F(n)| sea
grande suelen ser considerados malas aproximaciones de la raiz. No obstante, esta
forma de proceder no es correcta: nétese que las ecuaciones F(z) =0y oF(z) =0
(con o # 0) son equivalentes, por lo que el valor | F'(n)| puede hacerse tan grande
o tan pequenio como queramos en funcién de la elecciéon de o. Veamos algunos
ejemplos patoldgicos.
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Ejemplo 8.6.

1. La tnica raiz real de la funcién

Consideraciones finales

F(z) = (z—1) (& — 4)* +107%)”

381

es £ = 1. No obstante, para valores x ~ 4 el valor de F(z) es pequeno. Asi,
por ejemplo, F(4) = 3 x 102, 1o que podrfa inducir a pensar, erréneamente,
que una raiz de la funcién F' estd cercana al punto x = 4 (véase la figura 8.15).

-11

6><10

800}
sl

600}
400 4r
200} 3t
0 ol

-200}
—F(x) l

—400}

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

0 . . . .
3.94 396 398 4 4.02

Figura 8.15: Funcién F(z) = (z — 1) ((z — 4)* + 1076)2 .

2. La funcién
F(z) =

(véase la figura 8.16) tiene una dnica rafz real doble que es £ = 1.

(1)
(z — 0.95)0

4.04

4.06

6000 — : : : : 4000
5000} 1 3500
40001 3ooor
2500}
3000}
2000}
2000t
1500
—F(X)
0 500(
-1000— ‘ ‘ ‘ ‘ 0
1 11 12 13 14 15 0.96 0.98 1
Figura 8.16: Funcién F(z) = %
(z — 0.95)6
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En cambio, para valores « ~ 1 el valor de F(z) es grande. En particular,
F(0.99) = 2.441406249999991 x 10*

lo que podria llevar a pensar, erroneamente, que el punto x = 0.99 esta
alejado de la raiz de la funciéon F. g

El test mas usual es parar las iteraciones cuando
|y — Tpo1] < €lTp_1|
siendo € > 0 la tolerancia admisible en el error relativo.

a) Este procedimiento funciona especialmente bien cuando la derivada de la
funcién F' es pequena en un entorno de la raiz.

b) Cuando la derivada de F' es grande en entornos de la raiz, puede ocurrir que
a valores proximos entre si la funcién F' les asigne valores cuya diferencia sea
grande. Teniendo en cuenta que

F(an) = F(x,) — F(§) ~ F'(§)(zn — €)
entonces
|F ()] = [F()] |2n — &I.
Por tanto, en el caso de que |F’(£)| no sea pequeno, una forma adecuada de
ver si x,, estd préximo a £ es comprobar si |F(z,)| es pequerio.

¢) En el método de Newton y en el de las cuerdas sabemos, por las proposi-
ciones 8.2 y 8.3 respectivamente, que si dos iteraciones seguidas estéan cerca,
entonces estamos cerca, modulo las cotas de las derivadas primera y segunda,
de la raiz.

En resumen, para actuar con cautela serd bueno utilizar, para detener las itera-
ciones, los dos tests siguientes

|xn - xn—ll < €|xn—1| Yy |F(In)| <e

y no detener el proceso si alguna de ellas falla.

8.6.2. Raices miiltiples

Hasta ahora hemos venido suponiendo que las raices que queriamos aproximar
eran simples. En el caso de que £ sea raiz de multiplicidad m de la ecuacién
F(x) = 0 entonces podemos escribir

F(z)=(z—&™G(x) con G(§) #0. (8.40)

De esta forma:
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a) Si & es una raiz de multiplicidad m de la ecuacién F(x) = 0 se puede consi-
derar la ecuacién

de la cual £ es raiz simple.

b) Raices multiples en el método de Newton. Si F' € C"([a,b]), m > 2y & € [a, b
es un cero de multiplicidad m de F, podemos expresar F en la forma (8.40).
Por tanto, la funcién

F(z)

F'(x)
del método de Newton es continua y diferenciable en [a,b], f(§) = & (basta
aplicar reiteradas veces la regla de L’'Hopital) y

fz) =

FE=1--, (8.41)

m

En efecto, de la relacién (8.40) es inmediato calcular (se deja como ejercicio
al lector) las dos primeras derivadas de la funcién F, que son

F'(z) = (mG(x) + (x — )G (x)) (x — &)™}
y
F'(@) = (m(m — 1)G() + 2m(x = G (x) + (@ — £°C" (@) (x ~ "

De esta forma, de la expresién

. (P@P-F@F'@) _ F@)F ()
fla)=1 F@E  (F@)

(m(m — 1)G(x) + 2m(z — )G (x) + (z — £2C" (x)) C(a)
2 (G(@))? 1 2m(z — OC@)G () + (z— O (x))?

se deduce que

mim — D(E(©)? _m-1_ 1
m2(G(€))? m m
como queriamos ver. Por tanto, al ser f/(£) # 0, la convergencia del método

ya no serd cuadrética (véase el problema 8.3). No obstante, es posible recu-
perar la convergencia cuadratica del método considerando la funcién

f'(§) =

(8.42)
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En efecto, expresando f en términos de f se tiene que

f(@) =2 —m(z - f(z)) = mf(z) - (m - Dz

De esta forma

&) =mf(&) —(m—1)§ =¢,
pues f(§) = &. De la relacién

fl(@)=mf'(2) = (m—1)
y de (8.41) se obtiene que

~ 1
F©=my© -1 =m(1- 1)~ m-1=0.
Por tanto, la sucesion
xo € [a,b] arbitrario
~ F(xn_1)
Tp = f(xn—l) =Tp—-1 — mmy n €N

converge, al menos cuadraticamente, a la raiz £ de F en [a, b] (véase, nueva-
mente, el problema 8.3).

¢) En general, si ¢ es raiz miltiple de F(z) = 0 con multiplicidad desconocida
entonces £ es raiz simple de la ecuacién

F(x)

F(z)

En efecto, basta observar que si m es la multiplicidad de £ entonces, a partir
de (8.40), se tiene que

F(z) _ (- " C(a) _ (@-9C@)
Fi()  mla— " 1Ga) + (@~ O"G()  mGlx) T (x— )0 (@)

]

8.7. Problemas

8.7.1. Problemas resueltos

8.1. Utilizar el método de la bisecciéon para aproximar una raiz de la ecuacion

Vzsenz —z34+2=0
en el intervalo [1,2] con un error menor que —

30°
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SoLUCION. Consideramos la funcién
F(z) = vxsenz —2® +2, z > 0.

Como F € C([1,2]) y F(1) > 0 > F(2), por el teorema de Bolzano se sabe que
existe £ € (1,2) tal que F(§) = 0. Segun la férmula (8.7) se verifica que

an Jr b?’l
2

= 2 = 9n+l = 9n+l

'5— <bn—a"<bfa 1

por lo que basta tomar n = 4 para que se cumpla que

_a4+b4
2

S 1
- 25 730

:

De esta forma podemos formar la tabla:

nl an | & ; bl b | Plan) | F (“" ;L b") F(by)
0 1 1.5 2 1.841471 —0.153323 —4.714059
1 1 1.25 1.5 | 1.841471 1.107872 —0.153323
2 1.25 1.375 1.5 | 1.107872 0.550590 —0.153323
3 || 1.375 1.4375 1.5 | 0.550590 0.217863 —0.153323
4 || 1.4375 | 1.46875 | 1.5 | 0.217863 0.037189 —0.153323
Por tanto, para n = 4 podemos tomar como valor aproximado E = 1.46875.

Comparese este resultado con el valor de £ = 1.47497971328... g

8.2. Determinar un intervalo y una funcién para poder aplicar el método del
Punto Fijo a las siguientes ecuaciones:

a) 3 —z—-1=0.
b) 4 —x —tanx = 0.

Determinar, en cada caso, el nimero de iteraciones necesario para que el error
cometido sea inferior a 107°.

SOLUCION.

a) Consideramos la funcién
Flz)=a2%—2— 1.
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2 :
Kd
’
f(x) L
18f | = 9(x) e
Kd
e
Kd
Kd
1.6 IR
;"
K
Kd
R4
1.4¢ R4
Kd
2
Kd
1.2t ‘/,
Rd
Ka
Rd
’
1 ra I I I I
1 12 14 1.6 18 2
Figura 8.17: Funciones f(z) = V/1+z y g(z) =

Como F € C([1,2]) y F(1) = =1 < 0 < 5 = F(2), por el teorema de Bolzano
existe £ € (1,2) tal que F'(§) = 0. Por otra parte,

Fa)=0e 2 —zr-1=0e2=142 o z=Vl4+z & flz)=

siendo
flx)=V1+x.
Como f € C!([1,2]) y
f(x):m>07xe[l,2]

se verifica que la funcién f es estrictamente creciente en [1, 2]; por otra parte,
F(1)=+¥2~1.2599>1 y f(2)=/3~1.4422 < 2

lo que hace que se tenga que

f([leD = [\757 \3/3] c [172]'
Finalmente,
/ _ 1 x
0= s 3\/ <l azelL]

por lo que f es contractiva en [1,2] de constante k = \[ ~

tanto, por el teorema del Punto Fijo, la funciéon f tiene un tnico punto
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fijo en el intervalo [1,2] que, por construccién, es el punto . Ademds, si
consideramos la sucesién

g € [1,2]
Tp=14+x,_1,n€EN

se verifica que

lim =z, =¢.
n—-+oo

Para dar un valor aproximado de £ de forma que el error cometido sea inferior
a 107, a la vista de (8.13), basta tomar n € N de forma que
k’ﬂ
1-k

‘(El — IE()‘ < 10_5.

Por tanto, si se comienza en xy = 1, tomando n € N de forma que

10°(v2 - 1)

(533) ()
5 394 -1
%(\3@—1)<10—5 e n>14 3 ~ 6.6644,
— In (3V/4)

3v/4

el término x7 = 1.324715 verifica que |z7 — & < 1075,

b) Como se observa en la figura 8.18, la funcién
G(x)=4—z—tanz

tiene infinitas raices.

15¢

10K

-6 -4 -2 0 2 4 6
Figura 8.18: Funcién G(z) = 4 — x — tanx.
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Lo que haremos serd dar un valor aproximado de la primera raiz positiva de

G que, como veremos, se encuentra en (1, g) . Dado que, si z € (—g, g) ,
Gz)=0 & tanz=4—z & z=arctan(d —z) & == f(x)

siendo
f(x) = arctan(4 — x),

Figura 8.19: Funciones f(z) = arctan(4 —z) y g(z) =

vamos a considerar la funcién

F(z) =z — f(x) = z — arctan(4 — z).

s T
Como F € C 7<1.[ D (1) <0< F (5) , por el teorema de Bolzano
existe £ € (17 5) tal que F(£) = 0. Por otra parte, f € CL(R) y
, 1

por lo que la funcién f es estrictamente decreciente en R; ademas,

f(1) = arctan 3 ~ 1.2490 < g

f (g) = arctan (4 — g) ~ 1.1803 > 1,
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lo que hace que se tenga que

f ([1%}) - [arctan (4— g) ,arctan3} c [1%} .

Finalmente, para todo x € {1, g} ,

1 1
[f'(z)] = < S ~0.1449 < 1

1+(4—x)? — 1+(4_g>

. . ™ 1
y, en consecuencia, f es contractiva en [1, 5] de constante k =

Por tanto, la sucesién

™
o € [17 5}

x, = arctan(4 — x,-1), n €N

™
converge a la tinica raiz £ de la ecuacién F(z) = 0 en el intervalo [1, 5} . Para

dar un valor aproximado de £ de forma que el error cometido sea inferior a
1075, si comenzamos en xy = 1, basta tomar n € N de forma que

N 10_5(1 —k)
arctan3 — 1
Ink

n

) ~ 5.3215.
1-k

(arctan3 — 1) < 107° & n >

Luego el término zg ~ 1.224929 verifica que |zg — £| < 107°. g

8.3. Sea f € C([a,b]), f derivable en (a,b) tal que f([a,b]) C [a,b] y existe
lim =z, = & siendo
n—-+o0o
xo € [a,b] arbitrario
Tp = f(Xp-1), n €N

(por tanto, f(§) = £). Denotando por
€n = |xn 75‘7 n e NU{O}

demostrar los siguientes resultados:

a) Sizg#&y
f'(z) #0, x € (a,b) (8.43)
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entonces
e, 70, ne NU{0}

(es decir, o la sucesién empieza en el punto fijo £ de f —en cuyo caso se
mantiene constante— o nunca converge en un nimero finito de pasos).

b) Si existe M > 0 tal que
[f'(@)] < M, € (a,b)

entonces
€n

<M,neN

€n—1

por lo que la sucesién {z,}52, converge, al menos linealmente, a ¢.

¢) Si f € C?([a,b]) entonces la convergencia de la sucesién {z,, }°, es, al menos,
cuadrdtica si y solo si f/(§) = 0.

SOLUCION.
a) Si para algin n € N se verificara
0=en=|zn— &l
entonces z,, serfa punto fijo de f en [a, b] y, por tanto,
f(@n) =20 = f(Tn-1).
De esta forma, por el teorema del Valor Medio, se tendria que
0= |z —zn| = |f(zn) = fl@n-1)| = | )] |20 — 2n-1]
de donde, por (8.43), se concluye que
Tpno1=xp =E.
Reiterando este argumento se llegaria a
Tp =Tp-1 =Tp—2="++=o1 =T =¢,
obteniendo la contradiccién zg = &.

b) Por ser £ punto fijo de f, aplicando nuevamente el teorema del Valor Medio,
se obtiene, para cada n € N, que

en = |zn — & = [f(@n-1) = FOI = | (h-1)] [Tn-1 — ]
= ‘f/<77n71)| €n—1 S Menfh

de donde se sigue el resultado.
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¢) A partir de un desarrollo de Taylor de segundo orden, teniendo nuevamente
en cuenta que & es punto fijo de f, para todo n € N se verifica que

en = |en =& = |f(zn1) = F(E)]

= |f'(€) (xn—1 — &) + % (Tn_1 — &)?
T =& " (Wn1) 2
=\|f (5) (en71)2 + 9 (en—l) .

De esta forma,

Tn—1 75 f”(Vn—l)

€n
+
(en—1)? 2

(en-1)?

de donde se sigue el resultado. o

=9

8.4. Se considera la ecuacién x2 — 1 —senz = 0.
a) Probar que dicha ecuacién tiene, al menos, una raiz positiva.

b) Encontrar un intervalo en el cual la iteracién

T, =+/1+senz, 1, n €N

converja, para cualquier valor inicial zy de dicho intervalo, a una raiz positiva
<2 . . . T
de la ecuacién anterior. ;Cudntos pasos deben darse, a partir de x¢ = 3

para obtener una aproximacion de la raiz con un error inferior a la milésima?

SOLUCION.

a) Como la funcién
F(z) =2 —1—senx

verifica que F € C([1,2]) vy
F(1) = —senl <0< 3—sen2=F(2),
aplicando el teorema de Bolzano, existe £ € (1,2) tal que F(§) = 0.
b) Claramente, para x € [1,2], se cumple que
Fx)=0 < 22 =1+senr & f(z)=x

siendo

fl@)=+v1+senx.
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_4 1 1 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 8.20: Funciones f(z) =+/1+senz y g(z) = x.

Como para todo z € [1,2] se verifica que

) = cos x
2v/1+senx
y
cos?
— V1 e
£(z) = senzyl+senz 2y/1+senz _  2senz(l+senx)+cos’z
2(1 + sen z) 44/(1 + senz)3
~ sen’z+2senz+1  (I4senz)?  1+senw <0
44/(1+senz)3 4(1 +senx)? 4 ’

la funcién f’ es estrictamente decreciente en el intervalo [1,2] y, por tanto,
—0.1506 ~ f'(2) < f'(z) < f/(1) ~0.1991, z € [1,2)].
De esta forma, la funcién f es contractiva en el intervalo [1,2] de constante

1
k= ") = (1) = —=22  ~0.1991.
1213%(2 @)l = 1'(1) 21 +senl

Por otra parte,
7r
>0, S [1, —)
v 2
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.z . . m .
por lo que la funcién f es creciente en el intervalo [1, 5) y decrececiente en

T ~ u P . 2
(5, 2} , siendo T = 5 Un méximo relativo de la funcién f. Como

f(1) =+/1+senl ~1.3570
f (g) — /2~ 1.4142

f(2) =+1+sen2 ~1.3818

entonces -
max f(@)=f(5) vy min f@@)=f(1).

1<z<2 2

De esta forma,

L<f) < f@) < f(5) <2 el

es decir,
f(1,2]) € [1,2].

Por tanto, la sucesion

o € [1,2}
T, =+/1+senxz, 1, n €N

verifica que

lim z,=¢
n—-+o0o

siendo € € [1,2] la unica raiz de la funcién F en el intervalo [1,2]. Tomando

c . ™ .
como valor inicial zg = 5 se tiene que

( cos1 )”
km 2y/1+senl ‘\[_[‘ c10°% i n>4
5 > 4.

1_k|x1—x0|= cos 1
2y/1+senl

Los primeros términos de la sucesién anterior vienen dados en la siguiente
tabla:

|z, — €| <

(o] @n |
0 || 1.570796
1 || 1.414214
2 || 1.409881
3
4

1.409639
1.409625
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8.5. Se considera la funcién
g(x) =sen’x, x € [0,7].
Aplicar el teorema del Punto Fijo a la funcién

sen 2x

2

flx)y=2+

en el intervalo [1.6,2] para determinar el valor del punto ¢ para el que se
verifica que

/ * 0 di =1 (8.44)
0

de forma que el error cometido sea inferior a 107%.

SOLUCION. Claramente

xT x 1 xT
/g(t)dt:/ sen2tdt:f/ (1 —cos2t)dt
0 0 2.Jo
1
2

(t sen2t> | < sen2x>
— =—|z— .
2 )|, 2 2

Puesto que

% (1.6 - Sen23'2) ~ 0.814594 < 1 < 1.189201 ~ % (2 - Sen4>

2

el valor de ¢ buscado estard en el intervalo [1.6, 2] (véase la figura 8.21).

1

0.8f

0.6f

0.4f

0.2f

0 0.5 1 15 ( 2 25 3

Figura 8.21: Funcién g(z) = sen’ 2.
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De esta forma, para que se satisfaga la propiedad (8.44), el punto ¢ debe

cumplir
1 sen2¢\ sen2¢ _
2((— 5 )—1<:>C— 5 =28 (=f()
siendo 5
f(a:):2+ser; Lz e[16,2

2.75¢

2.5¢

2.25¢

1.75f

1.5¢

1.25¢

1 Il Il Il Il Il Il Il
1 125 15 175 2 225 25 275 3

Figura 8.22: Funciones f(z) =2+ sen 2z

y h(z) = z.

Veamos que la funcién f verifica las hipétesis del teorema del Punto Fijo en
dicho intervalo:

i) Como
J'(z) = cos2x <0, z € [1.6,2]

se verifica que la funcién f es estrictamente decreciente en ese intervalo,
por lo que

sen 4 sen 3.2

FL6,2) =[f(2), fLO)] = |2+ ——. 24+ —

~ [1.621599, 1.970813] C [1.6,2).

i1) La propiedad
If/(z)] < —cos3.2, x € [1.6,2]

hace que la funcién f sea contractiva en el intervalo [1.6, 2] de constante
k = —cos3.2 >~ 0.998295.

© Ediciones Pirdmide



396 Resolucién de ecuaciones no lineales

Por tanto, por el teorema del Punto Fijo se tiene que existe un tnico punto
¢ €[1.6,2] tal que ¢ = f(¢). Ademas, la sucesién

{ xo € [16,2]

sen 2, _
sEn:f(‘rn—l):24’71

5 ,neN
verifica que

lim =z, =¢(.
n—-4oo " C

Finalmente, para obtener la aproximacién con la precision deseada, si se
comienza en xg = 2, debemos tomar n € N de forma que

(—cos3.2)" (_sen4> <10,

1+ cos3.2 2

es decir,

send x 104
In(—cos 3.2)
Un valor aproximado es ¢ ~ 1.78882000599. Como se observa, la conver-
gencia es muy lenta (hacen falta 8563 iteraciones) y esto es debido a que la
constante de contractividad de f estd muy proxima a 1. Notese también que
la convergencia no puede mejorarse sustancialmente cambiando el intervalo
de trabajo, puesto que

2(1 3.2
1n<— (1 + cos3.2)

n > ) ~ 8562.0040.

|£/(¢)] = — cos 2¢ ~ 0.906428
que es un valor muy proximo a 1. g

8.6. El objetivo de este problema es determinar los valores del parametro p > 0
para los cuales las graficas de las funciones

f@) =€y gl) = p—a?

son tangentes. Para ello:
a) Determinar el nimero de raices reales de la ecuacién
e’ =\
en funcién del pardmetro A € R.

b) Utilizar el teorema del Punto Fijo para aproximar la tnica solucién de la

ecuacion
xT

e’ = -2z
de forma que el error cometido sea inferior a 1076,

¢) Concluir el resultado.
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SOLUCION.
a) Consideremos la funcién F(x) = e® — Az. Obviamente,
Fl(z)=€"— Xy F'(z) =¢€" > 0.

Por tanto, " es estrictamente creciente en R. Analicemos el niimero de raices
de F' en funcién de A:

25

20

15,

10y

5t

0

_5,

-10t

-15
-3

Figura 8.23: Graficas de f(z) = e” y ¢(x) = Az para A € R.

i) Si A < 0 se verifica que F’ > 0 en R, por lo que F' es estrictamente
creciente. Como
lim F(z) = $oo,
z—+o0

la funcién F' tendrd una unica raiz.
i1) Si A =0 es evidente que F' no se anula nunca.
ii1) Si A > 0, puesto que

>0 si z>InA

F'(z) ,
<0 si z<lnA,

F decrece en (—oo,Iln ) y crece en (In )\, +00); es decir, la funcién F
tiene un minimo en In A. Por otra parte, como

F(InX) =A(1-1In))
podemos distinguir los siguientes casos para el signo de F(In \):
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e |0 < X\ < el F no tiene raices pues su minimo es positivo.

° F' se anula tnicamente en x = 1, que serd una raiz doble,
al ser F((1) = F’'(1) = 0.

o Como F(InA) <Oy

lim F(z) =400

r—r—00

y F es mondtona en (—oo,In A), tiene una unica rafz en dicho in-
tervalo. Anédlogamente, por ser

lim F(z)=+oc0

T—r+00

y F mondtona, tiene una unica raiz en el intervalo (In A, +00). Asf
pues, F' tendra dos raices reales.

En la figura 8.23 se representan graficas de las funciones e* y Ax para diversos
valores de A.

b) Escribimos la ecuacién como F(x) = 0 siendo
F(z) =¢€" 4 2z.

Por el apartado a), esta ecuacién tiene una tnica raiz. Como
1
F(-1)=--2<0y F(0)=1,
e

la dnica rafz se encuentra en el intervalo (—1,0). Consideremos la funcién

Al ser
ew
W(z) = ——
(2) 5 <0,

la funcién h es estrictamente decreciente en dicho intervalo. Como
B(=1) = =% <0y h(0) = -~ > —1
T e S0 ) ’

se verifica que
1 1

M-1.0) = [-5.-5:| < 100
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Por otra parte, cuando z € [—1,0],
e’ 1
Mx) == < =,
W) =5 <3

1
por lo que h es contractiva en [—1,0] de constante k = =. En consecuencia,

la sucesion

Xo € [*1,0]
Tn—1
Ty = — 5 neN

converge a la tnica raiz de la ecuacién. Comenzando en xy = 0, para obtener
la precisién deseada, debemos tomar n € N tal que

0

e 6
—2—0’<10—6 = n>

(0.5)"
1-0.5

~ 19.93,

es decir, basta tomar n = 20 iteraciones. Si asi se hace, se obtiene

To0 ~ —0.351734.

¢) Si denominamos ( el punto de tangencia entre las graficas de las funciones
f v g, se tendra que:

25

201

15¢

10t

_lo,

-15
-3

Figura 8.24: Gréficas de f(z) = e” y g(z) = 0.827184 — 2.
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Aplicando el apartado b) se obtiene el valor aproximado
¢~ —0.351734

a partir del cual se determina
1~ 0.827184.

La figura 8.24 muestra las graficas de estas funciones para el valor anterior
de M. ]

8.7. Aproximar, mediante el método de Punto Fijo, la raiz real de la ecuacién
22—z’ —x—-1=0
con una precisién del orden de 1076,

SOLUCION. Claramente, para x # 0,

. 1
xdf:ch:cfl:O@z:lJrerfZ,
T T

por lo que vamos a considerar las funciones

1.95¢F | == g(x) .

1.9% L

1.85f e

1.8¢ K

1.75% : : : :
75 18 18 19 195 2

1 1
Figura 8.25: Funciones f(z) =1+ - + e g(z) ==x.
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7 29
Fl-)=—— 1=F(2
<4) 64<0< (2)

7
por el teorema de Bolzano existe £ € [4, 2} tal que

F() =0« f(§=¢
Debido a que

f’<x>:—;—;<o,xe{z]

la funcién f es estrictamente decreciente, por lo que

r([3) - s (O [56) < i

y, ademas,

) 12 4\? 4\ 240 7
— < (2) 42(2) == Lol
F@l=z+ms\7) 7207 313° U |1

. . 7
Por lo tanto, la funcién f es contractiva en [4, 2] de constante

240
k=— <1
343
Asi, la sucesién
7
o = Z
1 1
Tpn=1+—+ 55—, n€EN
Tn—1 Th—1

verifica que

lim =z, =¢&.
n—-+oo

A continuacién consideramos n € N verificando

200\"

343 6
7240|1.897959 —1.75| < 107°® < n > 36.706816.
1

343
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De esta forma, basta tomar n = 37 para que el término
z37r = 1.83928675683076
aproxime a & con un error inferior a 1076, o

8.8. |Interpolacién inversa. Sea f : [a,b] — R inyectiva y £ € [a, b] tal que f(§) = 0.

Si {zo,x1,...,2,} son n+ 1 puntos distintos del intervalo [a, b], denotando por
yi = f(@i)
para i = 0,1,...,n, se puede aproximar la raiz £ de f mediante el polinomio de
interpolacién de la funcién f~! en los puntos {yo, 91, -.,¥yn} : teniendo en cuenta
que
F i) =
para ¢ =0,1,...,n, basta evaluar el polinomio anterior en y = 0 para obtener un

valor aproximado de
o =¢

Como aplicacion, utilizar la interpolaciéon inversa para aproximar la raiz de la
ecuacion
22 —cosz =0

a partir de los datos de la tabla

l Z; ‘ COS I; ‘
0.2 | 0.98006657784124
0.3 | 0.95533648912561
0.4 | 0.92106099400289
0.5 | 0.87758256189037
0.6 | 0.82533561490968

SOLUCION. Como la funcién f(z) = 2z — cosz verifica que
f(r)=2+senz >0, 7R

se tiene que f es inyectiva en todo R, por lo que existe f~!. Ademds, como
T
fo<0<f(3)

., . , . , . ™
la funcién f tiene una unica raiz real £ que se encuentra en el intervalo [O, 5}

(aqui se han aplicado los teoremas de Bolzano y de Rolle). A partir de la tabla
anterior podemos construir esta otra
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yi = f(xi) | @i |
—0.58006657784124 | 0.2
—0.35533648912561 | 0.3
—0.12106099400289 | 0.4
0.12241743810963 | 0.5
0.37466438509032 | 0.6

El polinomio de interpolacién de la funcién f~' en los puntos
zi = " (yi)
para i =0,1,2,3,4, es (véase la figura 8.26):

Py(y) = —0.00141103096947y* + 0.00683725410099y° — 0.03115164458429y>
+0.41065496852299y -+ 0.45018328385781

y el valor que toma en y = 0 (valor buscado)

P,(0) = 0.45018328385781 ~ £.

-0.58 -0.35 -0.12 0.12 0.37
Figura 8.26: Interpolacién inversa.

Si se compara con el valor exacto de
¢ =0.45018361129487 . ..
vemos que el error que se ha cometido es inferior a la millonésima. o

8.9. Método de Whittaker con parametro 6ptimo. Sea F' una funcién que verifica
(H)1 y € € [a,b] 1a tnica raiz de F en [a,b]. Dados u, v € R tales que

w>v>F(b)>0, (8.45)
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se consideran, a partir de zg € [a, b]\{¢}, las sucesiones

yO = Zo Z0 = Xo
F(y,— F(z,—
yn:yn—l_M7n€N Y Zn = Zn—1 — (Zl)7nEN
En las condiciones anteriores demostrar que se verifica que
|Zn_€| < |yn _f‘v n € N. (846)

Concluir que la mejor eleccién de A en el método de Whittaker es A = F'(b)
(método de Newton modificado).

SOLUCION. Supongamos que £ < zp < b y probemos que, entonces,
{<zn<yn<b,neN

(de forma andloga se puede probar que si a < zp < £ entonces se verifica que
a <y, < zp <& neN porloque uniendo ambos resultados se obtiene la relacién
(8.46) cualquiera que sea el dato inicial zg € [a,b]\{£}). Para ello, razonamos por
induccién:

i) n = 1. Puesto que F' > 0 en (¢, b)

F(z F F
leo(yo)yo(go)<yo(50)y1<y0§b-

Por otra parte, argumentando como en la demostracién del teorema 8.2,

0= F(&) = Flz0) + F'(z0)(€ — 20) + - (6 — )2
y, asi, como por la hipétesis de induccién € < zg,
F(z0) + F'(20) (€ — 20) < 0.
Despejando,
&< 29— }};/((j;)) <zy— F(VZO) = 2.

i1) Supongamos cierto el resultado para n. Asi, usando que F' es estrictamente
creciente, tenemos

F(z, F(z F
Zn+1:Zn_(yL)<Zn_(’u/n)<yn_ (5")=yn+1<yn§b,

© Ediciones Pirdamide



Problemas 405

donde se ha utilizado que la funcién

_F)
flx) = m
verifica que
f’(x)1F/5x) >0

y, por tanto, es estrictamente creciente. La demostracion de que € < z,41 se
hace igual que en el caso 7).

De esta forma, si p, v € R verifican (8.45) entonces el método de Whittaker para
v es mas rapido que el método de Whittaker para p para resolver la ecuacién

F(z)=0 en [a,b]

cuando comenzamos en un mismo punto xg # £. Por tanto, el método de Whittaker
6ptimo es cuando A = F'(b). g

8.10. Se considera la funcién F' : R\{0} — R definida como

-1
F(x) = * . —e "

a) Dibujar la grafica de F'y determinar el nimero de raices reales de la ecuacién
F(z) = 0, localizando cada una de sus raices.

b) Para cada una de las funciones siguientes

filz) =1+ze™", folx) =In (ﬁ) , f3l@) = (z — 1)e”

estudiar cudles de las iteraciones sucesivas de f;, ¢ = 1,2, 3, convergen hacia
alguna de las raices de la ecuacién F(z) = 0.

¢) Elegir intervalos y puntos iniciales adecuados para que el método de Newton
converja a cada una de las raices.

SOLUCION.
a) En primer lugar, tengamos en cuenta que

lim F(z)=—o0, lim F(z)=1, lim F(z) =400y lim F(z)= —oc.

T——00 r——+00 z—0— z—0t
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Por otra parte, la funcién F € C? (R\{0}) y

1
F’(x):ﬁ—i—e*w, x#0
2 —T
F”(a:)z—;—e , x#0.

Dado que
F'(z)>0,2#0

se verifica que la funcién F' es estrictamente creciente en (—oo,0) U (0, +00).
Por otra parte, como

F'(z) <0, x€ (—00,7)U(0,400)
F'(xz) >0, ze(z,0),
la funcién F es céncava en (—o00,Z) U (0,400) y convexa en (Z,0), por lo

que T € (—00,0) es un punto de inflexién de F, es decir, verifica F”(z) = 0.

Como
{ F(-1)=2-e~—-0.7183 <0

F(~0.5) =3 — /e ~1.3513 > 0

el teorema de Bolzano implica que existe & € (—1,—0.5) tal que F (&) = 0.
Por otra parte, al ser

1
F(1l)=——~-0.3679<0
e
1
F(2)=-— = ~0.3647 > 0,
@2)=5-%
nuevamente el teorema de Bolzano implica que existe & € (1,2) tal que
F(&) = 0. Ademads, la monotonia estricta de la funcién F' en los intervalos
(—=00,0) y (0,400) hace que & y & sean las dos tnicas raices reales de la
ecuacién F(z) = 0. Veamos, por otra parte, la localizacién del punto de
inflexién z; como
F'(=1)=2—e~—0.7183 < 0
F"(-0.5) =16 — /e =~ 14.3513 > 0
el teorema de Bolzano implica que z € (—1,—0.5). Como en este mismo
intervalo se encuentra también la raiz & de F(xz) = 0 es muy importante

saber la posicién relativa de &1 y @ con vistas a aplicar el método de Newton.
De esta forma,

F'(-1)=2—-e~—-0.7183 <0

2
F"(-0.9) = 00 e%9 ~0.2839 > 0
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por lo que, por el teorema de Bolzano, ¥ € (—1, —0.9). Estamos ya en condi-
ciones de esbozar la grafica de la funciéon F' como se muestra en la figura 8.27.

6F

al

ol

0 —_

ol

_al

_6l

_gl

(1 A B

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
z—1

—x

Figura 8.27: Funcién F(z) =

T

b) En primer lugar observemos que si z € (—1,—0.5) U (1, 2) entonces
Flz)=0 < fiz) ==
para i = 1,2,3. En efecto,

r—1—-2e =0 & x=1+ze?=f()

rze ¥ =x—1 & z=(zx—-1)" = f3(x).
Analicemos cada uno de los casos:
fillxy=1—-2x)e*, =zeR
() =(z—2)e ™, zeR.
a) Intervalo [1,2]. Dado que

i) filx)=1+ze™® = {

filz) <0y fi'(z) <0 para z € [1,2],

las funciones f; y f] son no crecientes en el intervalo [1,2] y, por
tanto,

2 1
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1
01353 = —— = [{(2) < fi(2) < fi(1) =0, & € [1,2).

Consecuentemente, la funcién f; € C*([1,2]) verifica

A1) = [H 221+1} L2

@] < 5 w2

1
por lo que f; es contractiva en [1,2] de constante k = — =~ 0.1353.

Por tanto, por el teorema del Punto Fijo, la sucesién

Xo € [1,2]
z, =14z, 1671, neN

converge a la raiz de F' en [1,2]. De hecho, podemos aproximar con
esta sucesion la raiz, obteniendo

& =~ 1.349976.
B) Intervalo [—1, —0.5]. Como
() <0, xz € [~1,-0.5]

se verifica que la funcién f] es estrictamente decreciente en el in-
tervalo [—1, —0.5] por lo que

@) = f@) > f(-05) = 5> 5 > 1, w € [-1,-05].

Aplicando el teorema del Valor Medio se tiene que

3
[f1(z) = Al = LAz =yl > FVele —y|
por lo que la funcién f; no es contractiva en [—1, —0.5].

Puede comprobarse (véase la figura 8.28) que comenzando a iterar a la
derecha de la raiz &7, los valores de la iteraciéon “saltan” hacia la otra
raiz y la sucesion converge a &s; si se comienza a la izquierda de &, la
sucesién tiende a —oo.
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-1 —015 6 015 i 115 2
Figura 8.28: Funcién fi(z) =1+ ze™®.
i) falw) =In | —— ). C
1) fo(z) =1n 1) omo
z(z—1)>0 & z € (—00,0)U(1,+00),

el dominio de definicién de la funcién fz es (—o0,0) U (1, +00). Ademas,

Hx) = __r x € (—o0 +00
f2( ) 1‘(33—1)’ G( 70)U(17 )
V(z) = ol x € (—o0 +00
2( ) a:Q(x—l)Q’ G( 70)U(17 )

a) Intervalo [—1, —0.5]. Como ahora
fo(x) <0y f3(x) <0 para x € [—1,-0.5],

las funciones fo y f4 son estrictamente decrecientes en el intervalo
[-1,—0.5] y, por tanto, para puntos z € [—1, —0.5] se verifican las
desigualdades

< fo(=1) =In <;) ~ —0.6931

3= J4(-05) < f3(a) < fi(-1) = ~05.
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Como no se cumplen ninguna de las dos hipétesis requeridas, debe-
mos considerar un nuevo intervalo con vistas a aplicar el teorema
del Punto Fijo. En ambos casos, los problemas se plantean cerca del
punto —0.5, por lo que vamos a acortar el intervalo por la derecha.
Tomando el intervalo [—1, —In 2] se tiene que

fo(x) <0y fo(xz) <0 para x € [-1,—1n2]

por lo que las funciones fo y f4 son decrecientes en el intervalo
[-1, —In2] y, por tanto, para valores x € [—1, — In 2] se verifica que

In2
In2+1

—0.8931 ~ ln< > = fo(—~In2) < fo(x)

< fo(~1)=1In @) ~ —0.6931

y
1

—0.8521 ~ “ImIT T fo(=In2) < fi(x) < fo(—=1) = —0.5.

Consecuentemente la funcién fo € C1([—1, —1n2]) verifica que

fa([=1,=1n2]) = [ha (lnl;i 1) ,—1n2] c[-1,-1n2]
' 1
|fé<-’L‘)| < m, x €[-1,—1n2

por lo que f5 es contractiva en el intervalo [—1, — In 2] de constante

k= m ~ 0.8521. Por tanto, por el teorema del Punto

Fijo se tiene que existe un tnico & € [—1, —In2] tal que

&= f2(&) =In (&Ei 1) :

Ademas, la sucesién

xo € [—1,—1n2]

{L'n:hl(xnl )7’[’LEN
Tn—1 -1

converge a la raiz negativa de F. Aplicando estas iteraciones suce-
sivas podemos aproximar dicha raiz como

&1 ~ —0.806466.
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B) Si consideramos el intervalo [1.2,1.5] se tiene que

0.2
0.5
F(1.5) = 15 e 15 ~0.1102> 0

por lo que la raiz £; de F' se encuentra en él. Por otra parte, como
J(x) >0, z € [1.2,1.5],

la funcién f4 es estrictamente creciente en dicho intervalo. De esta
forma, al ser
fo(z) <0, z € [1.2,1.5],

se verifica que

4
[f2(2)] = |f2(1.5)] = ﬁ =3 >1L 212,15

Aplicando el teorema del Valor Medio como en el apartado /) de )
se llega a que la funcién f5 no es contractiva en el intervalo [1.2, 1.5].

Un examen gréfico de las iteraciones (véase la figura 8.29) nos permi-
te concluir que si comienzan en un entorno de & la sucesion cae, en
algiin momento, en el intervalo (0, 1), zona donde la funcién fs no estd
definida.

-3 -2 -1 0 1

2
Figura 8.29: Funcién fa(z) = In ( i ) .

3

r—1
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iii) fs(x

a)

fi(x) = xe®, RSBIN
)=(z—-1)e* = . .

Y(x)=(1+x)e”, zek
Intervalo [—1, —0.5]. Como

f3(x) <0y fi(x) >0 para z € [—1,-0.5]

se verifica que las funciones f3 y f4 son, respectivamente, estricta-
mente decreciente y no decreciente en el intervalo [—1,—0.5]. Por
tanto, para todo x € [—1, —0.5] se verifica que

C0.9098 & — =2 = £4(—05) < fa(x) < fa(~1) = -

~ —0.7358
2ve

[N

y

—0.3679 ~ —é = fi(=1) < fi(x) < f4(=0.5) = —2—\1/5 ~ —0.3033.

Consecuentemente la funcién f3 € C1([—1,—0.5]) verifica que

fg([1,o.5]){ 5 2}c[1,0.5}

2 e
, 1
@) < 2, o€ [-1,-05]
por lo que f3 es contractiva en el intervalo [—1, —0.5] de constante
1
k= -
e
6

sucesion

~ 0.3679. Por tanto, por el teorema del Punto Fijo, la

xo € [*1, 705]
Ty = (Tpo1 — 1e*-1, neN

converge a la raiz negativa de F.

Para la raiz positiva, como
{(z) >0, z€L,2]
se verifica que la funcién f} es creciente en [1,2] y, por tanto,
[f3(@)| = fa(x) = f5(1) =e>1, z €[1,2].

Nuevamente el teorema del Valor Medio nos asegura que la funcion
f3 no es contractiva en el intervalo [1,2].
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o P N W b 01 O N ©
T T T T T T T

|
[y

T

I

I

-2 . . . . . . .
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2

Figura 8.30: Funcién fs3(z) = (v — 1)e”.

Aqui también podemos detallar (véase la figura 8.30) el comportamiento
de las iteraciones sucesivas de la funcién f3 cuando se comienza en un
entorno de &. Si se toma como dato inicial xg > &> la sucesién diverge
a +00; si se elige xg < & la sucesion “salta”, de nuevo, a la otra raiz.

¢) Vamos a elegir intervalos y datos iniciales adecuados en los que se den las
hipétesis de convergencia del método de Newton. En primer lugar, segin se
ha probado en el apartado a),

F'(z)>0>F"(z), z €[1,2].

Por tanto, como F(1) < 0, la sucesién

converge a la raiz positiva & de F.

Por otra parte, y usando de nuevo el apartado a), se tiene que
F'(z) >0y F'(x) >0 para x € [-0.9,—0.5].

Asi, al ser F(—0.5) > 0, la sucesién

o — —-0.5
F(xn—l)

_2Wn1) e
Flana) "

Tp = Tp—1
tiene como limite la raiz negativa & de F. g
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8.11. Dados un nimero natural n y un nimero positivo «, una forma de calcular
las raices reales n—ésimas de « sin usar radicales es aplicar el método de Newton
a la ecuacion

" —a=0.

Encontrar un intervalo y un valor inicial para los que el método sea convergente.
Aplicar la técnica anterior para dar valores aproximados de v/2, ¥/2 y v/0.7.

SOLUCION. La funcién F(z) = 2™ —a conn > 2y a > 0 verifica F € C*(R) y

F'(x) =nz"" 1 >0, x>0
F'"(z)=n(n—1)2""2>0, z>0.

Elijamos adecuadamente el intervalo de aplicacion del método y el dato inicial.
Para ello distinguimos dos casos (excluyendo el caso trivial & = 1) basdndonos en
que las potencias de un ntimero menor que uno son menores que el nimero y las
de un nimero mayor que uno son mayores que €él:

a) Tomamos el intervalo [«, 1]. Como
Fla)=a"—a<0, F1)=1—-a>0y F'(1)>0
la sucesion del método de Newton converge a partir de xg = 1.
b) Andlogamente, si consideramos el intervalo [1, a tenemos que
Fl)=1-a<0, Fla)=a"—a>0y F'(a) >0

y, por tanto, la sucesiéon del método de Newton comenzando en g = « es
convergente.

La sucesion del método de Newton para F' viene dada por

Ty o (n—1zp_ | +a

T = Th—1 — , keN.

n—1 n—1
’I’Ll’k71 TLI‘k71

Para los casos concretos del cédlculo de \/57 2 y v/0.7 consideramos, respectiva-
mente, las sucesiones {z1}32, {yr}io ¥ {21 }5o, dadas por

i +2 2y8 | +2 4zp 1 +0.7
- = T
k—1

T = para ke N

2Tk 1 y Yk = 33/]%_1

con rg = 2, ygp = 2y z9 = 1. Los primeros términos de las sucesiones anteriores
vienen dados en la siguiente tabla:
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Lk

Yk

2k

2

2

1

1.50000000000000

1.50000000000000

0.94000000000000

1.41666666666667

1.29629629629630

0.93131500030432

1.41421568627451

1.26093222474175

0.93114997361058

1.41421356237469

1.25992186056593

0.93114991509484

QUi W= Off &

1.41421356237310

1.25992104989539

0.93114991509484

8.12. Demostrar que la ecuacién

Elnr+2°—-2=0

415

tiene una tunica raiz positiva. Determinar un intervalo y un valor inicial para los
que el método de Newton converja a dicha raiz.

SOLUCION. Consideremos la funcién

F(z)=e*Inz+2° -2, 2> 0.

0 0.25

0.5 0.75 1

1.25 15

Figura 8.31: Funcién F(x) = e¢*Inx +2® — 2.

Claramente la funcién F € C2(0,+o00) y

1
F'(z) =e€" <lnm+ x) + 322,

x>0

2 1
F'(z) =e® (lnx—l— —2> + 6z, x>0.
x oz

Como F(1) < 0 < F(2) el teorema de Bolzano asegura la existencia de £ € (1,2)
tal que F'(§) = 0. Veamos que ésta es la tnica rafz positiva demostrando que

© Ediciones Pirdmide

F'(z) >0 si z>0.

(8.47)



416  Resolucién de ecuaciones no lineales

Como Inx > 0si z > 1 es obvio que
F'(z) >0 si z>1.

Para 0 < x < 1 consideramos la funcién auxiliar
1
h(z) =Inz + —, = € (0,1].
T

Como la funcién h es derivable en (0,1] y

11 a-1
Wa)=-——=""=<0,2€(01]
x

2~

se tiene que h es una funcién no creciente en el intervalo (0,1] y, como h(1) = 1,
la funcién h es positiva. Por tanto,

F'(z) = e"h(z) + 32% > h(z) > 0, z € (0, 1].
De esta forma se obtiene la propiedad (8.47) y, en particular,
F'(z) >0, z€[1,2].

Por otra parte, para todo x € [1, 2], se verifica que

2 1 2 1 2¢ — 1 20 — 1 1
F/I — T 1 = ~ 6 > = > 0.
(@) =e (nerx x2>+z_m x? 2~ a1 Ti1°
Asi pues, el método de Newton
1‘0:2
e*rtlng,_1+x>_, —2
Tp = Tp_1 — ! nl ,neN

1
eTn—1 (lnxn_l + > + 31'72171
Tn—1

es convergente a la tnica raiz £ de F. Los primeros términos de la sucesién anterior
vienen dados en la siguiente tabla:

|

N

2

1.46571965113289
1.21202860187979
1.15750854860195
1.15525662059539
1.15525291938671
1.15525291937673

oUW~ oS
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8.7.2. Problemas propuestos

8.13. Comprobar que se puede aplicar el teorema del Punto Fijo a las siguientes
funciones en los intervalos dados:

2

a) flz)= co8s:1c + % en [O, g} .

z—x2+1
5

b) g(x) = en [0, 1].

8.14. Determinar un intervalo y una funcién para poder aplicar el método del
Punto Fijo a las siguientes ecuaciones:

a) r—In(l+xz)—-02=0.

b) z=—1Inz.

Determinar, en cada caso, el nimero de iteraciones necesario para que el error
cometido sea, inferior a 107°.

8.15. El resultado del problema 8.3 puede generalizarse a 6rdenes de convergen-
cia superiores. Concretamente, si f : [a,b] — R verifica:

i) f€C™ (a,b]) y existe f™ en (a,b) para algin m € N.
f(la,b]) C [a,].

€ =rf"=--=fr1E=0

iv) Existe M > 0 tal que | f™ (z)| < M, z € (a,b),

1

1

)
)
) f
)

demostrar que
€n

(en—l)m

por lo que la convergencia es, al menos, de orden m.

<M,neN

8.16. Dado « > 0 se considera la sucesién

Tp =+/a+Tp_1, n €N,

a) Encontrar un intervalo I en el que la sucesién {z,, }22 , sea convergente para

cualquier dato inicial zg € I y calcular lim =z,.
n—-+o0o

b) Hallar el valor de
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8.17. Demostrar que la ecuacién
0

—3r ==,
COS T X D)

tiene una tnica raiz real. Encontrar un intervalo, un valor inicial y un valor de A
para los que el método de Whittaker converja a dicha raiz. Determinar el niimero
de iteraciones necesario para que el error cometido sea inferior a 1073,

8.18. Aplicar el teorema del Punto Fijo para aproximar una raiz £ de la ecuacion
senx
P+ =" -1=0
2
. ™ . . . .

en el intervalo [O, 5} , demostrando las hipdtesis de convergencia del método, y
determinar una sucesién {z,}5, que converja a &. ;Qué términos de la sucesién
anterior distan de ¢ una cantidad inferior a 10737

8.19. Aplicar el método del Punto Fijo para aproximar la menor raiz positiva de
la ecuacion
cosx +3x2 — 62 =0

determinando una sucesiéon que converja a dicha raiz y justificando las hipdtesis
de convergencia.

8.20. Se considera la ecuacién
(x+1)tanz — 1 =0.

a) Probar que la ecuacién anterior tiene infinitas raices positivas y determinar
intervalos que contengan a cada una de ellas.

b) Si £ es la menor raiz positiva, demostrar que se puede aproximar mediante
el método del Punto Fijo.

¢) Comenzando en zp = 0 construir una sucesién {z,}52, que converja a &.
Determinar un valor de n € N a partir del cual todos los términos de la
sucesién distan de ¢ una cantidad inferior a 1074,

8.21. Convergencia local del método de Newton. Sea F' € C?([a,b]) y £ € (a,b) tal
que

F(€)=0y F(&) #0.

Demostrar que existe § > 0 de forma que la aplicacién

f(a:)zx—?,/((g;)), x € [a,b]

verifica las hipétesis del teorema del Punto Fijo en el intervalo [£ — §,£ + 0].
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8.22. Se considera la funcién
F(z)=e % —senx — 2.

a) Demostrar que
F(z) <0, 2 >0.

b) Probar que la ecuacién F(z) = 0 tiene una dnica raiz negativa.

¢) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para
aproximar dicha raiz, asi como los primeros términos de la sucesién {z,}5
definida mediante dicho método.

8.23. Consideremos la ecuacion
3 2 _
z° + 22° 4+ 102 — 20 = 0.
a) Demostrar que la ecuacién anterior tiene una tnica raiz positiva &.

b) Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton; apro-
ximar & de forma que el error cometido sea inferior a 1076,

¢) Comparar el resultado anterior con la siguiente aproximacién que Leonardo
de Pisa, méas conocido como Fibonacci, dio en el ano 1224:
22 7 42 33 4 40

A B
$=1450 T 602 T 605 T 6ot 605 T 608

8.8. Practicas

8.1. Escribir un programa que implemente el método de la biseccién. Aplicarlo
a la resolucién del problema 8.1 con una precisién de 104

8.2. Programar el método del Punto Fijo. Resolver las ecuaciones del proble-
ma 8.14 con un error inferior a 107°.

8.3. Programar el método de Newton como una funcién cuyas variables sean la
funcién F' que define la ecuacion y el valor inicial. Utilizar el comando diff de
MATLAB para calcular F’.

8.4. Aproximar, mediante el método de Newton, V2 y /3 con una tolerancia
en el test de parada de 1079, resolviendo la ecuacién correspondiente del proble-
ma 8.11.

8.5. Hallar la solucién del problema 8.17 con un error inferior a la milésima,
mediante un programa que implemente el método de Whittaker.
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8.6. Programar el método de la secante como una funcién cuyas variables sean
la funciéon F' que define la ecuacién y los dos valores iniciales.

8.7. Orden de convergencia del método de la secante. Se considera la ecuacién

x —cosz = 0.
a) Demostrar que la ecuacién anterior tiene una tnica raiz real £.

b) Determinar las siete primeras iteraciones que se obtienen al aplicar el método
de la secante comenzando en g = 0.8 y 1 = 0.7.

¢) Sabiendo que
& =0.7390851332151606 . . .

construir una tabla, paran =1,2,...,7, con los cocientes

|$n - €|
|zn—1 — &P
1 5
siendo p = %ﬁ la razén durea. Comprobar que dichos valores permane-

cen, practicamente, constantes a partir de uno dado.

8.8. Programar el método de las cuerdas. Aplicarlo a la resolucién de la ecuacion
de la practica 8.7.

8.9. Idem para el método de la Falsa Posicién (Regula Falsi).
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9.1. Introduccidén

En este breve capitulo vamos a estudiar métodos que sirven para aproximar
las raices de un sistema de ecuaciones no lineales. Este tipo de problemas presenta
una gran complejidad, tanto desde el punto de vista tedérico, como para el calculo
efectivo de las raices. Por esta razon, vamos a realizar una presentacion meramente
descriptiva, sin analizar resultados de convergencia (el lector interesado puede
acudir al completo libro [Or—Rh]).

De entre las distintas familias de métodos que sirven para abordar estos proble-
mas, hemos elegido dos que resultan conceptualmente sencillos, una vez familiari-
zados con los métodos de resolucién de sistemas lineales y los del calculo de raices
de ecuaciones no lineales. En la primera familia, agrupada en el epigrafe método de
Newton, la idea basica es la misma que en el caso de una sola ecuacion: linealizar
el problema, sustituyendo la funcién por su tangente (en este caso, hiperplanos
tangentes) y resolver una sucesién de sistemas lineales. Lo que agrupamos bajo el
nombre de generalizacion de métodos lineales es una familia de métodos que se ba-
san en la idea de calcular, como en los métodos iterativos de sistemas lineales, cada
coordenada de la incégnita usando, en las restantes coordenadas, valores obtenidos
previamente. Esto lleva, para cada coordenada, a una ecuacién no lineal con una
sola incégnita que podra resolverse mediante alguno de los métodos considerados
en el capitulo 8.

0.2. Método de Newton

Recordemos que en el método de Newton estudiado en el capitulo anterior, si
¢ es raiz de la ecuacién F(z) = 0, entonces

0=F()=F(x+h)~F(z)+hF'(z),
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es decir, aproximamos la funcién en un entorno de z por la recta tangente a
y = F(x) en dicho punto; la interseccién de esta recta con el eje de abscisas se
obtiene cuando

h= L@
F'(x)
A partir de este valor se define el método de Newton como
2% € R dado
F(xkrfl)
kE_ k—1 k=1 _ k-1

En el caso de un sistema no lineal de dos ecuaciones

F1($1,$2) :0
{ Fg(l'hil}g) :0 (91)

al emplear el método de Newton para la resolucién de (9.1) argumentaremos como
en el caso de una sola ecuacidn, linealizando el sistema (9.1). En concreto, si

AR
&2 o + ha

es solucién de (9.1), un desarrollo de Taylor de primer orden determina

oF OF;

0= Fi(z1+ hi,z2 + ho) ~ Fi(z1,22) + h171($17x2) + h271($1,$2)
o1 Oz
OF: OF:

0 = FQ(SUl + hl,CCQ + hg) ~ FQ(iL'hZL'Q) + hl—Z(xl,xg) + h272(1'1,$2).
o1 Oz

Esto lleva a considerar el sistema lineal
hi Fi(x1,x2)
J T1,T = — 9.2
(Fy ) (T1,22) (h2> <F2(x1,x2) (9.2)

orF
o (@w2) o ()

donde

Jiry, m) (21, 72) =
Tm($17$2) 872(1:131'2)

es la matriz jacobiana de las funciones Fy y F5. Para poder resolver el sistema
(9.2) es necesario que la matriz Jp, r,) sea no singular, en cuyo caso la solucién

viene dada por
hi _1 F1(9017$2)
= — (S, ) (21, 72) :
<h2> U : ) Fy(z1,22)
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De esta forma, se puede definir el método de Newton para el sistema (9.1) como

) )
0 € R dado
Lo

k k—1 k-1 _k—1
1 Ty kel k1 —1 Fi(zy™ 25 )
= — (Jr .y (27 Ty ) ,keN
(wk> (xk> R O

0, equivalentemente,

) )
0 € R dado
T

K k—1 k=1 k-1
_ iy [T _ [T Fi(zy™ a5 )
J(FlaFQ)(‘T’f 17{,6’5 1)( k) = J(F17F2)($IlC 171‘.]2C 1)< > - ( 1 k—1 .

xl;—l FQ(xlf_ » Lo )

Ejemplo 9.1. Vamos a aplicar el método de Newton para resolver el sistema no
lineal

s 22 —10z1 +23+8 = 0
m1x§+x1—10m2+8 = 0.

En este caso
{ Fl(xl,l‘g) = l’% — ].OlEl + l’% +8

F2($1,$2> = xll’% + 21— 1029 + 8

por lo que la matriz jacobiana de Fy y F5 es

oF, o
J | On (@1, 22) Oxo (@1, 72) B 2x1 — 10 29
(Fl,Fz)(xl,m) = OF, OF, = x% 1 2w — 10 .
87331(301’@) 67552(9617@)

Siempre que el determinante
det Jop, ) (71, 22) = 2(295%:1:2 — 1021 (1 + 22) — zo(1 + 23) + 50)

sea no nulo, el sistema

i k=1 k—1 k-1

YW SICIat " = Jry, (2 257 1 - Fi(ay™2577)
' ! 2 - ) 1 s L9

1,Fs zh 1,2 o1 Fy(ah-L, k1)

tendra solucién para cada k € N. De esta forma, partiendo del vector

0
7 _ 0 R,
) 0
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el primer sistema que debemos resolver es

() ()= ()
()~ om):

el sistema correspondiente a la segunda iteracion se escribe como
—8.4000  1.7600 x? —8.4000  1.7600 0.8 1.4144
( 1.7744 —8.5920) (x%) - ( 1.7744 —8.5920) (O.SS) - <0.6195>
9.4144
- ( —6.7610)

22 0.99178824065904
22)  \0.99171660314541 )

De forma anéloga, se obtienen los vectores

23 0.99997548056617 ak N
= y = y B Z &
a3 0.99996889851052 ak 1

Nétese que € = (1,1)T es una solucién exacta de (S). o

cuya solucién es

y tiene por solucion

Siguiendo la idea anterior podemos considerar sistemas generales de ecuaciones
de la forma

F1($1,3327...,$n) =0
FQ(ZL’l,CEQ,...,l'n) = 0
Fo(z1,29,...,2,) = 0.

Usando la notacion vectorial
F=(F,F,....,F,)" vy o= (21,22,...,2,)"
el sistema anterior puede escribirse en la forma
F(z)=0. (9.3)

El método de Newton aplicado a (9.3) se corresponde entonces con la expresién
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2% € R™ dado
Jp(aF )2k = Jp(ak—1)ak—1 — F(2F~1), k€N

donde
(9F1 8F1
ai{ﬁ(lj,.ﬁQ,...,lﬁ) 87(%‘1,1‘2,...,33”)
6F2 aFQ
JF(x) — 8 (x17'r27' 7xn) ai(xlal?a axn)
oF, oF,
87171((1?171’27 7:17”) %(1’1,.’32, wxn)
n

es la matriz jacobiana de la funcién F. En cada iteracién del método de Newton
debe resolverse el sistema lineal

Ap—1u = by

donde
Ap_1 = Jp(a" Y y bp_y = Jp(@® Ykt — Fah).

Notese que, en cada iteracion, la matriz del sistema que hay que resolver es
distinta, por lo que los métodos directos estudiados en el capitulo 4 sélo son de
aplicaciéon si el nimero de ecuaciones no es demasiado elevado. Para sistemas
grandes son preferibles los métodos iterativos del capitulo 5; si se usa uno de estos
métodos se introduce una nueva iteracién (que denominaremos secundaria) la cual,
tomando como valor inicial de la iteracién el de 2*~1, aproximara a z*. En general,
basta considerar un numero reducido de pasos en la iteraciéon secundaria para
conseguir la convergencia del método. Dependiendo del método iterativo elegido y
del niimero de pasos que se den en la iteracién secundaria se obtienen los diversos
métodos de resolucién. Empleando la notacién

Ap-1=Dyp1 — Ey—1 — Fia

para la descomposicion D — E — F por puntos de Ay _1 se tiene:

9.2.1. Método de Newton—Jacobi de m pasos

Una vez elegido un vector inicial 20 € R, el vector z* se obtiene de z*~! de

la siguiente manera: se toma como valor ¥ el vector u™ obtenido mediante la
aplicacién de m pasos del método de Jacobi a partir de zF~1.
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De esta forma, una iteracién del método se describe como

w0 = g1
Dy_1u? = (Ep—1+ Fr1)uP ™ +bpq, 1<p<m

r" =u

En particular, cuando m = 1, se tiene que

2 =u! = (Dy_1) " H(Ep—1 + Fr_1)u® + (D—1) 'br_1

= (Dg—1)"H(Dg—1 — Ag—1)2" 1 + (Dg—1) " H(Ip(a® M2t — F(2P1))

(I = (Dr—1) "M p (@) 71 4 (D) 7 (Jp (@2t = Fhh),

es decir,

2 =2 (D) T RGP, ke N

Expresando la relacion anterior coordenada a coordenada obtenemos el método de
Newton—-Jacobi de un paso:

o = - (9.4)

parat=1,2,...,n.

9.2.2. Método de Newton—relajacion de m pasos

Comenzando nuevamente con un vector inicial z° € R™, se toma ahora como
valor z* el vector u™ obtenido tras m iteraciones del método de relajacién aplicadas
a partir de 1. Es decir,

0 —1

— ok
_ 1-—

ML Ek—1>up = (ka—1 +Fk—1>up1 +b—1, 1<p<m
w w

=u

u’ =
(D
x

k
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Para el caso particular m = 1 se obtiene

Dy, _ Dy, _ 1-—
( bl _Ek1> ab = (“—Ek 1)U = (ka1+Fk1> u® + by
w w w

Dy _
= ( Z} L Dy 4+ Dy — By — Ak:1> A N T

Dy
= ( Z] LI Ek—l — JF($k_1)) l‘k_l

—|—JF($k_1)$k_1 _ F(xk_l)

_ (Dkl -~ Ekl) B TR
w

para cada k € N. Considerando coordenada a coordenada en la expresién anterior
se tiene que

1 OF;
P 21y gk 1)kl
281‘] -+w8xz Z@xj

%g—f@n - )
parai=1,2,...,n,y con ello, el método de Newton-relajacién de un paso:
& 1 w = OF,
x; =" OF, . Fiy(zF1) — Z 8—%1( k=1 (33?_1 — xf)
871’1( ) J=1

parai=1,2,...,n

Ejemplo 9.2. Vamos a aplicar los métodos de Newton—Jacobi y Newton-Gauss—
Seidel de un paso al sistema no lineal

3r1 + r1x9273 = 4
(S) r1 +4xo + 23 = —4
(1‘1 + SCQ)ZL'Q + (]. + 2:63)1‘3

En este caso
Fi(z1,22,23) = 3x1 + x127073 — 4

Fy(xy, 20, 23) = 21 + 42 + 23 + 4

F3(z1,22,73) = 2122 + 23 + 23 + 223 — 1,
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por lo que
3+ o3 13 12
JF(I’l,IQ,Ig): 1 4 1
To T, 4+ 2x9 14 4z3

a) Método de Newton—Jacobi de un paso. La expresién de cada iteracién del método
viene dada por

& 4
x = ——

! 3+x§71x§71

R e
=y

k—1 k—1_k—1 k—1

ok — 2wy~ ) —ay ay = (zp )P+

3 1 +4m§71 ’

obteniéndose, a partir de 2 = (0,0,0)T, los resultados de la siguiente tabla

[kl ot [ of [ of |
1 1.3333 | —1.0000 1.0000
10 2.6772 | —1.8211 0.8198
20 1.9875 | —1.7406 0.8002
30 || —0.0739 | —3.1089 2.8178
40 1.0015 | —1.0004 | —1.0009
41 0.9997 | —1.0002 | —1.0004
42 0.9999 | —0.9998 | —0.9998
43 1.0001 | —1.0000 | —1.0000
44 1.0000 | —1.0000 | —1.0000

b) Método de Newton—Gauss—Seidel de un paso. En este caso, cada iteracién del
método toma la forma

.’L‘k = 74
! 3+ xé“‘*lx}?f*l
p_ st ddaf

.’I;2 - _f

b Ty (@) 4 2(ah )P 1 — (a4 20y ek — 2k
3 1+ 495’571

Comenzando nuevamente en x° = (0,0,0)" las iteraciones sucesivas son:
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1.3333 | —1.3333 1.0000
20 || 2.4767 | —1.8135 0.8113
40 || 2.7718 | —1.9036 0.8971
60 || 2.1764 | —1.7145 0.7250
80 || 1.0033 | —1.0044 | —0.9986
81 || 0.9992 | —1.0001 | —1.0011
82 || 0.9997 | —0.9996 | —1.0002
83 || 1.0000 | —1.0000 | —0.9999
84 || 1.0000 | —1.0000 | —1.0000

Las gréficas de la figura 9.1 representan el error cometido con cada uno de
estos dos métodos en las distintas iteraciones, sabiendo que una solucién de (S) es
(1,-1,-1)T. g

80

70 | =—— Newton—-Jacobi
6ol L~ Newton-Gauss-Seidel

L T Tk Tk e

501
401
301
20

10y

or

-10 I I I I I I I I
0

Figura 9.1: Comparacién entre los dos métodos.

9.3. Generalizacion de métodos lineales

A continuacién vamos a estudiar una serie de métodos que, basados en las
ideas desarrolladas para los métodos iterativos de resoluciéon de sistemas lineales,
nos permitirdn resolver sistemas de ecuaciones no lineales de la forma

)

Ty,
FQ(I17$27' . '):En) =

Fl(xl,l'z,...7 0
0 (9.5)
F.(z1,z9,...,2,) =0
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430 Resolucién de sistemas no lineales

empleando como herramienta auxiliar los métodos estudiados en el capitulo 8 de
resolucién de ecuaciones no lineales (especialmente, el método de Newton).

Para resolver el sistema (9.5) lo que haremos serd “congelar” n — 1 variables
en cada ecuacién y resolver la ecuacién resultante (que se trata de una ecuacién
con una unica incégnita) mediante alguno de los métodos iterativos de resolucién
de ecuaciones no lineales. Al igual que ocurria en la seccién anterior, también aqui
habré una iteracién secundaria (la de la resolucién de la ecuacién no lineal) y
bastara considerar un nimero reducido de pasos en esta iteracién para obtener
convergencia; dependiendo de la estrategia seguida en la eleccién de las n — 1
variables fijadas y del nimero de pasos de la iteracién se obtendran los diversos
métodos.

9.3.1. Método de Jacobi no lineal

Andlogamente a como se hizo en la resolucién de sistemas lineales (véase (5.8)),
la idea del método de Jacobi no lineal consiste en resolver cada ecuacién del sistema
(9.5) respecto a la variable que se encuentra en la diagonal, dando a las n — 1
variables restantes el valor que tenian en la iteracién anterior. De esta forma, a
partir del vector 2¥~1, la coordenada i—ésima de z* se obtiene como solucién de
la ecuacién (con una unica incégnita) en u

Fi(xlf_l, x’:f_l, .. ,xf__ll, u, a:f:ll, e ,xkfl) =0. (9.6)
Obviamente, al ser ésta una ecuacién no lineal no podremos, en general, obtener
el valor exacto de u y tendremos que aplicar para su resolucién alguno de los
métodos del capitulo 8. Lo mas habitual es elegir para esta iteracién secundaria
el método de Newton con un nuimero pequeno m de iteraciones; esto da lugar al
método de Jacobi-Newton de m pasos: partiendo de un vector inicial z° € R™
el vector ¥ se obtiene de 2¥~1 de la siguiente forma: se toma como valor de la
componente i—ésima de x* el valor u™ correspondiente a la m—ésima iteracién del
método de Newton aplicado a la ecuacién (9.6) partiendo de xf_l. Es decir, para
cadai € {1,2,...,n}

ul = xffl
k—1 k-1 —1 -1 k-1 k—1

P _ -1 Fl(xl 71'2 ’ 7x1‘717up 7xi+17 )mn )
uf =u ~F , 1<p<m

2 k—1 _k—1 k—1 — —1 k—1

( 1 71.2 9 vxz 17up 171.7,.:,_17 y Tn )

6%‘1‘

xf =u™m
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En el caso particular de m = 1 se tiene el método de Jacobi-Newton de un paso:

RS J1CAR
Ti =U =T T A
7@(xk71)
8l‘i
para i = 1,2,... n, expresion que coincide con la del método de Newton—Jacobi

de un paso (véase (9.4)).

9.3.2. Método de Gauss—Seidel no lineal

Recordando cémo se dedujo el método de Gauss—Seidel para sistemas lineales
a partir del método de Jacobi, podemos usar la misma idea para deducir el método
de Gauss—Seidel no lineal a partir del método de Jacobi no lineal. La estrategia
seguida era la de utilizar las coordenadas del nuevo vector desde el momento en que
se van obteniendo; esto lleva, en el paso k—ésimo, a definir la coordenada i—ésima
de z¥ como la solucién de la ecuacién

ko
Fi(zf,z3,..

. ,$§,17U,$f_:117 ..
(nétese que las coordenadas de * van obteniéndose sucesivamente y en el orden
“natural”). Nuevamente, cada una de estas ecuaciones debe resolverse mediante
uno de los métodos iterativos del capitulo 8. Si el método elegido para esta iteracién
secundaria es el de Newton con un niimero m de iteraciones se obtiene el método de
Gauss—Seidel-Newton de m pasos: a partir de g € R™, para cada ¢ € {1,2,...,n}
se toma como valor de la componente i—ésima de z* el valor obtenido mediante

0_ k-1
u’ = x;
k ..k k -1 k-1 k—1
PR 1 €0 PR SR Tk A G
uP = uP - 97 , 1<p<m
tink ok k —1 k-1 k—1
(of, @5, ..., 2f,uP~ e, oy
aLL'Z‘
xf:um

Eligiendo m

= 1 se obtiene el método de Gauss—Seidel-Newton de un paso:

k .k k k=1 _k—1 k—1
k 1 k—1 Fi(xl,zzw-w%,l,fl?i IR )
J)i =Uu :l‘i — 8F - . —
ik .k k - — —
ax,(thm-“’wi—l’xi NN
K3
parai=1,2,...,n.
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9.3.3. Método de relajacién no lineal

También la idea que dio lugar al método de relajacion para sistemas lineales
se puede generalizar al caso no lineal. Tomaremos como valor de la coordenada
i~ésima de z¥ el resultado de una media ponderada entre :cf_l y la coordenada
i—ésima que se obtendria aplicando el método de Gauss—Seidel no lineal. Mas
explicitamente, se define

¥ = (1 — w2 fwu (9.7)
donde u es la solucién de la ecuacion
Fi(zh ab . aF |, xf_:ll, Lk =o. (9.8)

Obsérvese que lo que se propone es resolver las ecuaciones (9.8) sucesivamente y,
antes de resolver la ecuacién (9.8) para i+ 1, calcular (9.7) para i. Una vez més, el
método iterativo mds habitual para resolver (9.8) es el de Newton, dando lugar al
método de relajacion—Newton de m pasos: se toma como valor de la componente
i—ésima de z* la cantidad

4 wu™

¥ = (1 —w)ah

donde u™ se obtiene a partir de

w0 = gkt
K3
E ook k 1 k-1 k1

» o1 Fi(af, xf, ... xf  uP STy s Ty )

uP =uPT = o ,1<p<m
ok ok k 1 k-1 k—1

%(ml,x27...,xi_l,up s Tir1 s T )

3

En particular, para m =1

¥ = (1 —w)b ! wul

k .k k k=1 _k—1 k—1
=(1- )lc—lJr k-1 Fi(2],25, 2 1, T s Ty )
= w)xr; w; an .k . bl ko1 o1 ;
8”(:51,3:2,...,962-71,% TG s T )
1
es decir,
k ok k k=1 _k—1 k—1
P —— Fi(xl,xz,...,xi_l,xi Y Lihg e Ty )
Co OF;
ik ok k k-1 k-1 k-1
ax_(xl,mz,...,xiil,xi NN
1
ara i = 1,2,...,n, férmula que proporciona las iteraciones del método de relaja-
) ) 3 b

cién—Newton de un paso.
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Observacién 9.1. Adelantdbamos ya en la introduccién que tan sélo ibamos
a realizar una descripcién de los distintos métodos. En general, tanto el estudio
tedrico de las ecuaciones no lineales (existencia, unicidad y localizacién de solucién)
como el de los métodos de resolucién (esencialmente, su convergencia y la acotacién
del error) necesitan técnicas que exceden los objetivos de este libro.

Por otra parte, puede imaginarse la gran cantidad de métodos que se pueden
disenar para resolver este tipo de problemas. Solo considerando la estrategia aqui
seguida de combinar métodos de resolucion de sistemas lineales con métodos para
ecuaciones no lineales, se obtendria un amplisimo catalogo. La adecuacién de un
método dependerd fuertemente del problema que se necesite resolver, aunque los
aqui presentados son los de uso mas frecuente. o

9.4. Practicas

9.1. Implementar con MATLAB el método de Newton—Jacobi de un paso. Aproxi-
mar con este método la solucién del sistema

z(x? 4+ cosma +6) —y + z(senmy —2) = 1.1250
—x 4+ y(7Te¥ + y*) + z(cos T — 4) = —45
z(senmz —3) —y+ 2(2% +senwz +8) = 8

comenzando en z¢ = (0,0,0)T.

9.2. Programar en MATLAB el método de Newton—Gauss—Seidel de un paso. Utili-
zar este programa para aproximar la solucion del sistema del ejemplo 9.2 partiendo
de 2o = (0,0,0)T.

9.3. Escribir un programa en MATLAB que implemente el método de Gauss—Seidel—
Newton de un paso. Aproximar con él la solucién del ejemplo 9.2 cuando se toma
como valor inicial xo = (0,0,0)™. Comparar los resultados obtenidos con los de la
practica 9.2.

9.4. Utilizar los programas de las practicas 9.1, 9.2 y 9.3 para aproximar la so-
lucién del sistema no lineal

23 4+ 62—y — 2z = 40
—r+Ty+y’ -4z = -3
Br—-y+22+8 = 14

9.5. Utilizar el método de relajacién—Newton con los valores de w = 0 : 0.1 : 2
para aproximar la solucién del sistema del ejemplo 9.2. ;Cudl es el valor éptimo
del pardmetro w?
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10 calculo de raices de polinomios

10.1. Introduccion

En este capitulo nos disponemos a estudiar métodos disenados para aproximar
las raices de una ecuacién

F(z)=0

en el caso particular de que la funcién F' sea un polinomio. Si bien todos los
métodos presentados en el capitulo 8 pueden ser usados para abordar este proble-
ma, existen otros mas indicados para este tipo de ecuaciones, que utilizan propie-
dades especificas de los polinomios.

Se recoge aqui una selecciéon de métodos mas bien clasicos; ademds de su pro-
bada eficacia para aproximar raices de polinomios, alguno de ellos tiene relevancia
desde el punto de vista tedrico, por su aplicabilidad en contextos més generales
(en especial, el método de Sturm).

Sin embargo, debemos hacer notar que, si se necesita aproximar todas las raices
de un polinomio

P(z) = anz" + ap_12" ' + - +ayx +ap con a, #0,

la estrategia mas adecuada suele ser construir la matriz asociada al polinomio
(companion matriz, en inglés)

Gp—1 Gp—2 a2 a1 ag
Qp Qp Qp, Qp, Qp
1 0 0 0 0

1 0 0 0
1 0 0
1 0
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matriz que tiene a P(z) por polinomio caracteristico, y calcular sus autovalores.
Por supuesto, para ello habrd que contar con un buen método de aproximacion
de autovalores de una matriz; el comando roots de MATLAB aplica, precisamente,
esta estrategia.

Comenzamos recordando algunos resultados y dando las definiciones basicas.

10.2. Algunas propiedades de los polinomios
Definicién 10.1. Si P(z) = a,2" + ap_12" "' + -+ + a12 + ap € R[x] entonces
P(z)=0

es una ecuacion algebraica. o

Observacion 10.1. Este tipo de ecuaciones pueden resolverse por métodos al-
gebraicos cuando OP < 4, obteniéndose las raices de forma directa (aunque los
célculos pueden llegar a ser altamente complicados). Galois demostrd que la ecua-
cién anterior no puede resolverse, en general, por métodos algebraicos para poli-
nomios de grado mayor que 4. g

Recordemos, sin demostracién, el resultado que define la divisién de polinomios.

Teorema 10.1. Sean P(z), Q(x) € Rlz] con OP > 0Q. Entonces existen unos
dnicos polinomios C(x), R(z) € Rlz] con 0C = P — 9Q y OR < 0Q tales que

P(z) = C(z)Q(z) + R(x).
C(x) es el cociente de la division de P(z) entre Q(z) y R(x) es el resto. o

Cuando el resto de dividir P(x) entre Q(x) es cero se tiene la siguiente nocién:

Definicién 10.2. Sean P(z), Q(z) € R[z]. Se dice que Q(z) es un divisor de (o
divide a) P(x), y se denota

Q(x)|P(x),

si existe C(z) € R[z] tal que

A partir del teorema 10.1 se deduce el siguiente resultado:
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Corolario 10.1. Si P(z) € Rlz] y £ € R entonces eziste un dnico polinomio
C(x) € Rlz] con 0C = 9P — 1 tal que

P(z) = (x - §)C(z) + P(§).

Por tanto,
Eesraizde P & (x—&)|P(x). o

Para las raices miltiples se tiene la siguiente caracterizacién:

Proposicién 10.1. Sea P(x) € R[z]. £ € R es raiz de multiplicidad m de P siy
solo si

P =P(§) = =P V() =0y P™() #0.
DEMOSTRACION.

Por definicion,
P(z) = (z - §)"Q(x)

con 0Q =n—my Q(&) # 0. Derivando sucesivamente se obtiene
PP(z) =m(m—1)--(m —k+1)(x - &)™ "Qx) + (z — &) * ()

para k = 1,2,...,m — 1, donde las funciones {¢1(x),¥2(2),..., Ym-1(x)}
son polinomios que incluyen las sucesivas derivadas de Q(x). Claramente,

PRE)=0,k=01,...,m—1y P™(€)=mlQ(&) #0.

Como P es una funcién analitica y 0P = n entonces PR = 0, k>n+1.
Asi, desarrollando en serie de Taylor se obtiene

m—1 k) n k) oo k)

Pt k! = k! P k!
-3 St = e-omaw
siendo _
Q) - ;m P (o gy ;m P gy
con 0Q = n—m y Q(e) = L&) 1o
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Definicién 10.3. Sean P(z),Q(z) € R[z]. Un polinomio S(z) € R[z] es el mdzi-
mo comin divisor de P(x) y Q(z) (y lo notaremos S(z) = MCD{P(z),Q(x)}) si
S(z)|P(z), S(z)|Q(z) y para cualquier polinomio S(z) € R[z] tal que S(z)|P(x),
S(z)|Q(x) se cumple que S(z)|S(x). o

Observacién 10.2. Dada una ecuacién algebraica P(x) = 0 siempre es posible
encontrar un polinomio P(z) con las mismas raices que P(z) pero todas ellas

simples. En efecto, supongamos que {£1,&s, ..., &} son las raices de la ecuacién
P(z)=0
con multiplicidad respectiva {m,ma,...,m,} y consideremos la descomposicién

factorial del polinomio
P(z) = apz™ + ap_12" ' + -+ a1z + ap € R[z] con a, # 0,

es decir,
P(z) = an(z — &)™ (x — &)™ - (x = &)™

con
my +mo+ -+ m, =n.

De esta forma su derivada toma la expresién (compruébese)
P'(2) = an(z = &)™ Nz = &)™ (2 - &)™ T Q(2)

donde
Q&) #0

para k = 1,2,... 7. Asi pues, el méximo comun divisor de P(z) y P'(z) es
MCD{P(z), P'(x)} = an(z — &)™ Ha = &)™ 1 (z = &)™

y, por tanto, basta tomar

P P(z)
P - - - - .. — r
que tiene por raices simples los valores {{1,&s,. .., &} Por lo tanto, para calcular

las raices de P bastara aproximar las de P, con la ventaja de que ahora son todas
simples. Asi, por ejemplo, la ecuacién algebraica

2® —32% — 222 =0
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tiene por raices & = 0 (doble), & = —1 (doble) y & = 2 (simple). El méximo
comun divisor de P(z) y P'(x) es x(x + 1) y entonces

Bl P(x) _ 2
P) = Siepp), gy — ¢ 0

Como se observa, las raices de la ecuacién
23—z —2r=0

son 51 =0, §~2 =—1ly £~3 = 2 todas ellas simples. g

10.3. Algoritmo de Horner

En los métodos que presentamos para el calculo de las raices de una ecuacién
algebraica P(x) = 0 serd necesario evaluar el polinomio P en una gran cantidad
de puntos (las aproximaciones sucesivas de las raices). Por ello serd necesario uti-
lizar algoritmos que permitan realizar estas evaluaciones de la forma maés rapida
y sencilla posible. El algoritmo maés apropiado es el de Horner: para evaluar el
polinomio

P(z) = apz" + ap12" '+ -+ a1z +ag con a, #0

en un punto ¢ dividimos P(z) entre x — £ mediante la regla de Ruffini, es decir,

Qnp Gn—1 an—2 - az ai ao
§ Ebp1 b2 -+ Eby &b Ebo
(bt boa bug - b bo by
donde
bnfl = an
(10.1)
by = &bgy1 +agy1, k=n—-2,n—3,...,0,—1.
Como
P(z) = (z - §)Q(z) + by
siendo
Q) =bp_12" L 4 by_oz™ 2 4+ by + by,
entonces

Esquemadticamente, las iteraciones en el método de Horner (también conocido como
multiplicacion anidada o division sintética) vienen dadas por
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bn,72
——~

bn_1

(- (@bt an 1)+ )E+a)E+a

donde los coeficientes {b,,—1,b,—2,...,bo,b_1} son los dados en (10.1).

Observacién 10.3. Si¢ € R es raiz de P(x) = 0 entonces

P(z) = (z - §)Q(x)

por lo que

De esta forma, como
P'(§) = Q(),

podemos aplicar el algoritmo de Horner a Q(x) para hallar el valor de P’(§). Este
argumento se puede aplicar sucesivamente para saber si una raiz es multiple y para
determinar su multiplicidad. g

10.4. Métodos de acotacion de raices

La acotacién de raices consiste en la determinacién de conjuntos fuera de los
cuales podemos asegurar que no existen raices del polinomio.

Existe una gran variedad de métodos de acotacion de raices, pero nos res-
tringiremos al método de McLaurin por la sencillez de su implementacién. Otros
métodos (como el de Laguerre o Newton) acotan las raices reales con mayor efec-
tividad pero presentan el inconveniente de que las cotas que proponen hay que
hallarlas mediante el procedimiento de prueba y error (véanse los problemas 10.1
y 10.2).

El método de McLaurin nos va a permitir acotar en moédulo todas las raices
(ya sean reales o complejas) de la ecuacién algebraica

P(x)=0
donde
P(z) = ap2™ + ap_13"" "+ -+ a1z + ag € R[z] con a, #0

como se explica a continuacién:
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Teorema 10.2. Si{£1,&2,...,&,} C C son las n raices de P entonces
|66 <1+ A
para k =1,2,...,n, donde
A= max Z—’“L (10.2)

FEs decir, las raices de P se encuentran en el interior de la bola abierta
Bi12(0)={z€C: |z] <1+ A}
DEMOSTRACION. Como A > 0, pueden presentarse dos casos:

a) A =0. En esta situacién
apg=a1=-"-=a,-1=0

por lo que P(xz) = a,x™ sblo tiene la raiz © = 0 con multiplicidad n y el
resultado se tiene trivialmente.

b) A > 0. Supongamos que existiera una raiz & € C de P tal que |§| > 1+ A
y derivemos una contradiccién. Como

1€l > 1T+A>1y [ —1>A>0

entonces

&el" —=1>0y <1 (10.3)

A
€l =1
Por ser & raiz de P entonces

0=P(&) = an&f + an1&) "+ + a1& + ao
y, como a.,, # 0, despejando obtenemos
a a p—
752:70+71€k+...+”71 2—1'
Gp Gy G

De esta forma, tomando mdédulos en la expresién anterior, se tiene que

ag (251 Ap—1 _
Gl = | =+ —& + -+ =&
an  Qp an
ap a Qp— _
< 7+71|§k|+...+”71|§k|"1
Qnp Qnp n

€k]" — 1

n—1
<AL+ [&l+ -+ e =AY el = A T

Jj=0
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donde hemos utilizado (10.2). Asi, a partir de (10.3), se llega a la contradic-
cién

€kl < (\§k|n D<|&"-1. o

IU

Corolario 10.2. Siag #0 y {£1,82, ..., C C son las n raices de P entonces

> [
€k T4
para k=1,2,...,n, donde
ag
= max
1<k<n |ag

Por tanto, las raices de P se encuentran en el exterior de la bola cerrada

_ 1

DEMOSTRACION. Haciendo el cambio de variable

y=- (10.4)

podemos escribir

Qp— 1. +—+a0—Q(y)
Yy Y

P(z) = apa" +ap_ 12" '+ Fayr +ag = y— +

siendo
Qy) = aoy" + ary" '+ + ap_1y + an.
De esta forma,
P(a)=0,2#0 & Q(y) =0, y #0. (10.5)

Nétese que al ser ag # 0 entonces x = 0 no es raiz de P y ademads, por el teorema
10.2, sabemos que las raices {n1,7n2,...,n,} C C de Q(y) = 0 verifican
il <1+ 1 (10.6)

para k = 1,2 ...,n. Por tanto, a partir de (10.4), (10.5) y (10.6), para todo indice
ke {1,2,...,n} se tiene que
1

|&|_‘* .
el ~ 141

]
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1+A

—1@+HN

.ES

Figura 10.1: Acotaciéon de McLaurin.

Observacion 10.4. Con las notaciones anteriores, cuando ag # 0, las n raices
de P se encuentran en el interior de la corona circular

1
C:{zeC: <|z|<1+)\}
1+ p

(véase la figura 10.1). o

Ejemplo 10.1. Acotando las raices de la ecuacion
20" + 4% — 5922 — 612 +30=0

mediante el método de McLaurin se obtiene que

{4 59 61 30} 61 2 4 59 61} 61
A = max =

v 2 22" 2 Y “:max{ao’?,o’so’so EG
Por tanto, si {£1,&2,&3,84} C C son las raices de dicha ecuacién, se verifica que

30 1 63
0.329670 >~ — = —— 1+A=—=315
6 ol 1—|—,u<|§k|< + 5 3

para k = 1,2, 3,4. Las raices de P son

—14++3 ~1-3
%f ~0.3660 y & = 1=V 3660, o

§&1=5,6=-6,8& = 5
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10.5. Separacion de raices reales

El objetivo de los métodos de separacién de raices reales es la determinacién
del nimero de raices reales y distintas que tiene un polinomio y de intervalos en
los cuales podamos asegurar que existe una y solo una raiz. Recordemos algunas
peculiaridades que presentan los polinomios:

a) Si P(a)P(b) < 0, por el teorema de Bolzano se tiene que P tiene un nimero
impar de raices en (a,b) (contadas con su multiplicidad).

b) Si P(a)P(b) > 0 o bien P no tiene raices reales en (a,b) o bien tiene un
nimero par de raices en (a,b) (contadas con su multiplicidad).
10.5.1. Regla de los signos de Descartes

Se trata de un resultado clasico que aporta informaciéon previa acerca del
namero de raices positivas y negativas de una ecuacién algebraica y que deberd
ser complementado con otro tipo de técnicas.

Definiciéon 10.4. Se denomina numero de cambios de signo en la secuencia
{c1,¢2,...,cx} C R al nimero total de cambios de signo en cada par de elementos
consecutivos de la secuencia que resulta al eliminar los eventuales elementos nulos
en {c1,ca,...,¢ck}. o

Ejemplo 10.2. En la secuencia {1,0,—2,4,7,0,—21} hay tres cambios de signo
mientras que en {—1,—2,4,5, =7} sélo hay dos. g

Teorema 10.3 (Regla de los signos de Descartes). Sea un polinomio
P(z) = apz™ + ap_12" '+ + a1z + ap € R[z] con a, # 0.

El nidmero de raices positivas de la ecuacion P(x) = 0 (contando cada raiz con
su multiplicidad) es igual al nimero de cambios de signo en la secuencia de los
coeficientes {an, an_1,...,a0} o menor que dicho nimero en un entero par.

DEMOSTRACION. Véase, por ejemplo, [Ko]. o
Observacion 10.5.

1. Este resultado también es vélido para las raices negativas sin méas que apli-
carlo a la ecuacién P(—x) = 0, dado que las raices negativas de P(z) = 0 se
corresponden con las raices positivas de la ecuacién P(—z) = 0.

2. La regla de los signos es un caso particular del teorema de Budan—Fourier
(véase [De—Ma]). o
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Ejemplo 10.3. Vamos a determinar el nimero de raices reales positivas y nega-
tivas del polinomio

P(z) = 2° + 2% — 2% — 102 + 1.
En este caso la secuencia de coeficientes del polinomio P
{1,1,-1,-10,1}

presenta dos cambios de signo, por lo que el polinomio P tiene dos raices positivas
o ninguna. Para discernir lo anterior, como

PO0O)=1y P(1)=-8

entonces, por el teorema de Bolzano, existe £ € (0,1) tal que P(§) = 0; consecuen-
temente, P tiene dos raices positivas. Por otra parte,

P(—z)=—2° —2® —2? + 10z + 1
cuya secuencia de coeficientes
{-1,-1,-1,10,1}

presenta un cambio de signo; esto hace que P tenga una raiz negativa. Por tanto,
las otras dos raices de P son complejas. g

10.5.2. Método de Sturm

Ahora nos proponemos determinar el nimero de raices reales distintas que
tiene la ecuacién algebraica P(x) = 0, donde

P(z) = apa™ + ap_12" "' + -+ a1z + ap € R[z] con a, # 0,

asi como separar dichas raices. El método de Sturm, de hecho, nos va a dar el
numero de raices reales distintas del polinomio P en cualquier intervalo. Este
método consiste en construir una secuencia de polinomios, que surge al calcular
el maximo comun divisor de P(z) y P’(z) mediante el algoritmo de Euclides, y
utilizar, posteriormente, las propiedades de dicha secuencia. Denotando por

Py(z) = P'(x),

dividimos el polinomio P(z) entre P;(x), luego dividimos P;(z) entre Py(x) de-
finido como el resto cambiado de signo de la divisién anterior; a continuacion,
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Py(z) entre Ps(x) que es el resto, cambiado de signo, de la divisién previa y asi
sucesivamente:

P(x) = P1(1‘>Q1($) — PQ(.Z'), 8P2 < 8P1
Pl(l'):PQ((E)QQ(iL')—Pg(iL'), 8P3 <8P2
(10.7)
Pm—Q(x) = Pm—l(x)Qm—l(x) - Pm(x), 0Py < 0P

Pr—1(x) = Pop(2)Qm ().

Notese que el proceso se detiene al llegar a una divisién exacta.

Definicién 10.5. La secuencia {P(x), Pi(x),..., Pn(z)} dada en (10.7) se de-
nomina secuencia de Sturm para el polinomio P. g

Observacion 10.6. En el proceso anterior obtenemos el méximo comtun divisor
de P(z) y P'(x) que es, precisamente, P, (x) (véase el problema 10.5). Por tanto:

a) Si P,,(z) es una constante entonces todas las raices de P son simples.
b) En el caso de que
Pr(z) =cle = &)™ (z - &)™ - (z — &)™
entonces cada & es raiz de P de multiplicidad my + 1y
Pz) = (z — &)™ (@ - &)™ (2 = &)™ Q(x)

donde
Q&) #0

para k = 1,2,...,7, y las raices de @Q(z) = 0 son las raices simples de
P(z) =0 (véase la observacién 10.2). g

Notaciéon 10.1. Vamos a denotar por:

e N(a) al nimero de cambios de signo en la secuencia de Sturm para el poli-
nomio P(z) particularizada en x = «, es decir, en la secuencia

{P(a), Pi(at),..., Pyn(a)}.

e N(a,b) al nimero de raices reales distintas de la ecuacién P(z) = 0 en el
intervalo (a,b) (sin contar la multiplicidad). o
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Teorema 10.4 (Sturm). Consideremos un polinomio

P(z) = apa" + ap_12" '+ -+ a1z + ag € R[z] con a, #0.
Si P(a)P(b) # 0 entonces
N(a,b) = N(a) — N(b),

es decir, el nimero de raices reales distintas de P en el intervalo (a,b) es igual
a la diferencia entre el numero de cambios de signo en la secuencia de Sturm del
polinomio P enx =a y en x = b.

DEMOSTRACION. Trataremos tinicamente el caso en que todas las raices reales del
polinomio P son simples (el caso en que P tiene raices miiltiples es considerado
en el problema 10.6). Denotando por {Py, Pi,..., Py} la secuencia de Sturm del
polinomio P = P, se tiene que P,,(x) es una constante no nula y, por tanto,

P, (z)#0, z €R. (10.8)

Consideramos la funcién N : R — {0,1,...,n} que a cada nimero real z le asocia
el numero de cambios de signo de la secuencia anterior. Claramente, la funcién
N(z) sblo podra cambiar de valor en un punto x = « si « anula alguno de los
polinomios {Py, Py, ..., Py}

TABLA 10.1:
Signo de los polinomios Py y Py en a™ y o™ siendo Po(a) =0

| “ Signo de Py [ Signo de P ‘ | H Signo de Py [ Signo de P, ‘

a — + o — +
ot — — o + +
l “ Signo de Py [ Signo de P ‘ l H Signo de P [ Signo de P,
a + — a + —
ot — — ot + +

a) Estudiemos, en primer lugar, el comportamiento de N(x) al pasar por una
raiz o de Py. Las situaciones que pueden presentarse vienen recogidas en la
tabla 10.1 y en la figura 10.2 y se corresponden con el hecho de que para
pasar Py de un valor positivo (respectivamente, negativo) a cero, su derivada
Py tendrd que ser negativa (respectivamente, positiva) y, andlogamente, para
pasar de cero a un valor no nulo. Por tanto, hemos demostrado que cuando
N(z) pasa por una raiz = « de Py su valor disminuye, al menos, en una
unidad (a la izquierda de « la secuencia { Py, P;} tiene un cambio de signo
mientras que a la derecha de «a no lo tiene).
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Polinomio del tipo 1 Polinomio del tipo 2
0 0.2
-0.2 / \ 0 / /
-0.4 -0.2
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
Polinomio del tipo 3 Polinomio del tipo 4
0.2 0.4
0 \ \ 0.2 \\ /
-0.2 0
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

Figura 10.2: Diversos polinomios Py en torno a la raiz o = 0.

b) Analizamos a continuacién el comportamiento de N(z) cuando pasa por una
raiz « de algin polinomio P;(z) para i € {1,2,...,m}. Como P;(a) = 0
entonces, por la construccion de la secuencia de Sturm, se tiene que

Pi_i(a) = Pi(a)Qi(a) — Pipa1(e) = —Piya(a).

Veamos que
Pi_1(a) = =Pip1(a) # 0.

En efecto, si Pi_1(a) = —P;41(c) = 0 entonces, por la construccién de la
secuencia de Sturm, se llega a que

Pi(a) = Po(a) =-+-=Pp(a) =0

lo que contradice (10.8). De esta forma, puesto que los polinomios P;_1(x)
y Pit1(z) no se anulan en «, tendrdn signo constante (y opuesto) en un
entorno de «. Por tanto, independientemente del signo que tome P;(x) en
o~ y aT, la secuencia

{Pi1(a”), Pi(a), Piyi(a7)} = {Pi-1(a7),0,=Pi—1(a”)}
tendréd exactamente un cambio de signo, al igual que la secuencia
{Pim1(a™), Pi(@), Pip1(a@®)} = {Pim1(a™),0, =Py (o)}

De esta forma, N(z) no cambia su valor al pasar por la raiz o de P;(x) salvo
que « sea también rafz de Py(x), en cuyo caso disminuye exactamente en
una unidad (como se ha visto en el apartado a)).
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As{ pues, hemos demostrado que la funcién N(z) disminuye exactamente en
una unidad al pasar por una raiz de Py(x) y no varfa al pasar por cualquier
otro valor. Se puede concluir, por tanto, que al pasar de a a b la funcién N(x)
habré disminuido en tantas unidades como raices reales (simples) tenga Py(z) en
el intervalo (a,b); esto es, N(a) — N(b) = N(a,b). g

Observacion 10.7. Como lo tnico que nos interesa es el nimero de cambios
de signo en la secuencia de Sturm {P(z), Pi(x),..., Pn(z)}, podemos multipli-
car los polinomios Py(x) por constantes positivas con vistas a simplificar los
célculos. De hecho, con un abuso de notacién, cuando nos refiramos a “la” se-
cuencia de Sturm del polinomio P(z), estaremos considerando una cualquiera de
las asi construidas. g

Como consecuencia del teorema 10.4 se tiene:

Corolario 10.3. Sea P(r) = apz"+an_ 12" '+ -+ajx+ag € R[z] con a, # 0
y denotemos
N(£o0) = lim N(x).

z—+oo

a) Si P(0) # 0 entonces

N; = N(0) — N(+o0) es el nimero de raices positivas de P
N_ = N(—o00) — N(0) es el numero de raices negativas de P.

b) Lasn raices de P son reales y simples si y sélo si N(—oo) —N(+00) =n. g

Ejemplo 10.4. Vamos a determinar el niimero de raices reales positivas y nega-
tivas del polinomio
P(z) =% — 4z + 1.

Como

podemos tomar

P'(z)
4

La divisién de P(x) entre Pj(x) determina que

P1($): =$3—1.
ot —dr+1= (2 - Do+ (=3z+1)

por lo que tomamos Ps(z) = 3z — 1. Finalmente, como al dividir P; () entre Ps(x)
se obtiene que

1 11 26
3 2
v (32 )(3x +9x+27> 27’
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tomamos P3(x) = 1y, de esta forma, la secuencia de Sturm para el polinomio P
viene dada por

{P(2), Pi(z), P>(z), Ps(2)} = {2 — 4o+ 1,2° — 1,32 — 1,1} .

Nétese que las raices del polinomio P(z) serdn todas simples al ser 9P3 = 0. Como

entonces
{ N_ = N(—oo) —N(0)=0

N, = N(0) — N(+o0) =2

por lo que P tiene dos raices positivas, ninguna negativa y dos complejas conju-
gadas (dado que 9P = 4 y las raices de P son simples). g

El teorema de Sturm, combinado con un proceso de biseccién, proporciona un
método (el método de Sturm) para separar las raices de un polinomio:

Supongamos que todas las raices estdn en un intervalo (a,b) (por ejemplo, si
no hay otra informacién, puede tomarse (a,b) = (=1 — A\,1+ A), siendo 1 + X la
cota dada por el método de McLaurin).

a) Si N(a) — N(b) =1, el proceso estd acabado.

b
b) Si N(a) — N(b) > 1 se toma ¢ = % y se consideran los intervalos (a,c) y

(¢,b), calculando N(a) — N(c) y N(c) — N(b). Si alguno es mayor que 1, se
repite el proceso en el intervalo correspondiente.

Se llega asi a tantos intervalos como raices reales y distintas tenga el polinomio,
intervalos en los que tan sélo hay una raiz.

Ejemplo 10.5. Para el polinomio del ejemplo 10.4 las raices positivas estaran
en el intervalo (0,1 + A) = (0,5). Sabemos que N(0) =2 y N(5) = N(+o0) = 0.
Puede comprobarse que N(2.5) = 0, por lo que ambas raices estardn en el intervalo
(0,2.5). Calculando N(1.25) = 1, deducimos que una raiz esta en (0, 1.25) y la otra
en (1.25,2.5). g
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10.6. Ecuaciones con coeficientes racionales

En esta seccién presentamos algunos resultados especificos para la obtencién
de raices enteras y racionales de polinomios con coeficientes racionales de la forma

P(z) = apa™ + ap_12" '+ -+ a1z + ag € Qlz] con a, #0.

En el caso en que el polinomio tenga algiin coeficiente irracional, no hay resul-
tados que permitan estudiar separadamente la aproximacién de raices enteras y
racionales.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los coeficientes del polinomio
anterior son enteros. En efecto, si los coeficientes de P(x) se escriben como

_ i
qi

conp; € Zy q; €N, considerando el minimo comun multiplo de los denominadores

a;

m=mem {¢n, gn—1,---,490},

se tiene que el polinomio

Q) =bpa™ +by12" "+ -+ bz + by

donde ‘
b; = m& € Z
qi
para ¢ =0,1,...,n, verifica
Q(z) = mP(z),

por lo que las ecuaciones P(z) =0y Q(z) = 0 son equivalentes.
Asi pues, en lo que resta de seccién, supondremos que
P(z) = apa"™ + ap_12" ' 4+ - + a1z + ag € Z[z] con a, #0.

Comenzamos recordando el resultado que muestra que las raices enteras de P
han de ser divisores del término independiente.

Proposicién 10.2. Si & € Z es raiz del polinomio P entonces £|ag.
DEMOSTRACION. Como & € Z es raiz de P entonces
0="P() =anl" + a1+ +ao,

de donde
ap = —(an" ' Fan_1€" 7+ +a1)é. o

Las raices racionales del polinomio P pueden ser determinadas a partir del
siguiente resultado:
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Proposicién 10.3. S: P € Q (fraccidn irreducible) es raiz del polinomio P en-

tonces plag y qlan,.

DEMOSTRACION. Como b € Q es raiz de P entonces
q

n n—1
0P<p>an<p) Jran_1<p> +~~~+a1<p>+a0
q q q q

y, por tanto,
aoq" +a1pq" '+ -+ an1p" g+ anp™ = 0.
De esta forma
aoq” = —(a1¢" '+ -+ an1p" 2q+ anp™ p = plaeg”
anp” = —(aoq" ' +a1pg" P + -+ an1p" Mg = qlanp”
de donde plag y ¢lay, ya que py ¢ son primos entre si, al ser la fraccién irreducible. g

Observacion 10.8.

1. De los posibles candidatos a raices enteras o racionales de la ecuacién ex-
cluiremos aquellos valores que caigan fuera de los intervalos de acotacién de
las raices (obtenidos previamente) y a los restantes valores se les aplicard el
algoritmo de Horner para comprobar si son raices.

2. Cuando a,, = +£1 las posibles raices racionales se reducen a las enteras. g
Ejemplo 10.6. Vamos a resolver la ecuacion
102" — 112° —412° + 246 =0
calculando sus cuatro raices {&1,&2,&3, 84}

1. Numero de raices positivas y negativas. A partir de

P(z) = 102* — 1123 — 4122 + 2+ 6
{ P(—x) = 102* + 1123 — 412% — 2 + 6
se obtienen las secuencias de coeficientes
{10,—11,—-41,1,6} = 2 cambios de signo
{ {10,11,—41,-1,6} = 2 cambios de signo.
Por tanto, por la regla de los signos de Descartes, el polinomio P puede tener
{ 2 raices positivas o ninguna

2 raices negativas o ninguna.
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2. Acotacién de las raices. Aplicando el método de McLaurin se tiene que

A:max{” 4 1 3}:41 L
1010710’ 5 10 10
y
5 11 41 1 41 47 1 6
u:max{3’6’6’6}:6 Sty T I T
por lo que para cada k € {1,2,3,4} se verifica que
0.127 4% < |&| < % =5.1.

3. Raices enteras. Los divisores de a9 = 6 son {£1,+2,+3,+6}. Claramente
6 vy —6 no pertenecen al intervalo de acotacién y, por tanto, las excluimos.
Mediante el algoritmo de Horner se comprueba que el polinomio P no tiene
raices enteras.

4. Raices racionales. Como los divisores de a4 = 10 son {£1,+2, +5 +10}, las

posibles raices racionales de P (excluidas :I:l—, por no verificar la acotacién,

y las enteras) expresadas como fracciones irreducibles son

elala2.8,28 .3 0L
25 5 275" 100 5

: 3 ,
Por el algoritmo de Horner se comprueba que ) es una raiz de P, por lo

que factorizamos P en la forma
P(z) =2 <:r + 3) (523 — 1322 — z +2)

y continuamos trabajando con las raices del polinomio
Q(x) = 52 — 1322 —z + 2.

Los candidatos a raices racionales de ) son

il a2l
5 5

2
Aplicando nuevamente algoritmo de Horner a @) se comprueba que — es

raiz de @, por lo que

Q(a;):5<x+§) (% =3z +1)

(o) (e ) (1)
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y, de esta forma,

P(z)=2 (m + ;) Q(x)

o (0+2) (o+2) (Hﬁ) (Mﬁ)

Asi, las raices del polinomio P son:

3 2
- 2—-_15 — =04
61 2 ) 52 5 ’
3+5 35
€ = +2f ~ 26180, &= ~0.3819. o

10.7. Proceso de separacion y calculo de raices reales

de un polinomio

Para calcular, de forma aproximada, las raices reales de un polinomio P(x)
utilizando las técnicas expuestas hasta ahora, deben llevarse a cabo las siguientes
tareas:

1.
2.
3.

Aplicacién de la regla de los signos de Descartes.
Acotacién de raices mediante el método de McLaurin.

Si los coeficientes del polinomio son racionales, buscar las raices enteras y
racionales aplicando el método de Horner a los candidatos, utilizando la in-
formacion obtenida en los dos apartados anteriores para evaluar en el menor
numero posible de puntos.

En el caso general, cdlculo de la secuencia de Sturm del polinomio P(z).
Si 0P, > 1 (caso de raices multiples) entonces se comienza todo el proceso
aplicado a P,,. Una vez se tengan halladas o aproximadas sus raices, se divide
P(x) entre

(@ =)™ @ =) (=)

donde r; es la multiplicidad de 7); como raiz de P,,(z) (véase la observacién
10.6). El cociente serd un polinomio con raices simples.

Separacién de las raices mediante el método de Sturm hasta obtener un in-
tervalo en el que se pueda aplicar alguno de los métodos iterativos de apro-
ximacién estudiados en el capitulo 8 (especialmente, el método de Newton).

Aplicacion, en el intervalo obtenido, del método iterativo en cuestién.
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Observacién 10.9 (Deflacién de polinomios). En el proceso de hallar las
raices de la ecuacién algebraica P(z) = 0, desde el primer momento en que se
conozca una raiz £ de P debemos, antes de continuar, dividir P(z) entre x — ¢
obteniendo

P(z) = (x—&Q(z) con 0Q = 0P —1 (10.9)

y seguir trabajando con la ecuacién Q(x) = 0. Esto no sélo es importante por la
reduccién del grado del polinomio, sino también porque, cuando (una vez separadas
las raices) se aplique un método iterativo al polinomio @, tendremos asegurado
que las iteraciones no se desviaran hacia una de las raices ya encontradas.

Si tan sélo se conoce una aproximacion £ de la raiz € de P entonces, al efectuar
la divisién de P(z) entre x — &, se obtiene

P(z) = (z - §Q(x),

donde los coeficientes del polinomio Q(z) no son exactamente los del polinomio
Q(x) definido en (10.9), sino una aproximacién. En este caso, al trabajar con la
ecuacién @(:c) = 0 se obtendrd una aproximacién 7 de una raiz 77 de la ecuacién
@(x) = 0 que, a su vez, serd una aproximacién de una rafz n de Q(x) = 0 (y, por
tanto, también de P(x) = 0). Llegados a este punto, en lugar de dividir @(:c) entre
x—1 y continuar el proceso (con la consiguiente propagacién de los errores), lo que
se debe hacer es tomar 7 como valor inicial de un método iterativo que resuelva
P(z) = 0y depurarla asi, hasta conseguir un valor més préximo 7 a la raiz de P(x);
serd éste el valor que se tome para llevar a cabo la deflacién, dividiendo @(x) entre
x — 7. Este proceso se continia, depurando sucesivamente las raices. g

Ejemplo 10.7. Vamos a resolver la ecuacién P(z) = 0 siendo
P(z) = z* — 42 — 2% + 122 — 6.
Denotemos por {£1,&2,€3,&4} C C las raices de P.

1. Numero de raices positivas y negativas. A partir de

P(x) =2 —42% — 2> + 122 -6
P(—z)=a2*+ 423 — 22 — 122 — 6

se obtienen las secuencias de coeficientes

{1,—4,-1,12,—6} = 3 cambios de signo
{1,4,-1,-12,—6} = 1 cambio de signo.
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Por tanto, por la regla de los signos de Descartes, el polinomio P tiene

3 o 1 raices reales positivas
1 raiz real negativa.

. Acotacién de las raices. Aplicando el método de McLaurin se obtiene:

A=max{4,1,12,6} =12 = 1+ A =13

1212 2 = 1+ 3 = L L
= max —_ =, — = = —_— = =
a 6°3°6 K 1+p 3

por lo que para cada k € {1,2,3,4}
! < |&| < 13
3 ok '

Raices enteras. Los divisores de ag = —6 son {£1,+2,+3, +6}. Mediante el
método de Horner se comprueba que ninguno de ellos es raiz de P. Por tanto,
P no tiene raices enteras.

Raices racionales. Como a4 = 1, las posibles raices racionales de P se reducen
a las enteras; por tanto, P tampoco tiene raices racionales.

Separacién de las raices reales. Puesto que

P'(x) = 42 — 1227 — 22 + 12 = 2(22° — 622 — 2 + 6),

podemos tomar
Py(z) = 22 — 62% — x + 6.

P(z) = Pi(x) (“23 - ;) + (—;aﬂ + gx - 3)

Py(z) = T2 — 172+ 6

Como

tomamos
y efectuamos la divisién de P;(z) entre Py(x), obteniendo

2 8 269 342
Pl(i) = PQ({,C) (7{1,‘ — 49) + (_49$+ 49) 3

de esta forma, elegimos

P3(z) = 269z — 342.

© Ediciones Pirdamide



Proceso de cdlculo 457

Dividiendo P5(x) entre P3(x) se obtiene

7 2179\ 311052
Py(z) = P3(2) [ -z — -
2(2) = Py() <269l 72361) 72361

y podemos considerar

De esta forma, la secuencia de Sturm de P es
{a* —4a® — 2% + 122 — 6,22% — 622 — x + 6,72% — 17z + 6,269z — 342,1}.

Por tanto, considerando la secuencia de signos obtenemos

—00 + - + - + 4
0 — + - - - 3
too ||+ + + + + 0

Asi pues, por el teorema de Sturm, se tiene que

N, = N(0) — N(+00) = 3
N_ = N(~oc0) — N(0) = 1

lo que indica que P tiene 3 raices positivas y 1 negativa (esto tltimo, como
ya se sabia). Aplicando el método de Sturm (y trabajando con intervalos de
extremos enteros, para una mayor claridad en la exposicién) se obtiene la
siguiente tabla:

[z [ P@) [ P [ P(x) [ Ps(x) | Pu(x) ]| N(z) |
6 + | - ¥ = ¥ 1
3| + = + - T 1
= + - + 1
1] = = + - + 3

o - [ ¥ ¥ = n 3
1 + - - ¥ 2
7| = - 0 ¥ ¥ 1
3 — + + + ¥ 1
6 + + ¥ + + 0

Por tanto, el polinomio P tiene, exactamente, una raiz en cada intervalo
(_27 _1)7 (07 1)7 (17 2) y (3’ 6)
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30

201
10

0 /\\/

_10,

-20 . . . . .
-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 10.3: Polinomio z* — 423 — 22 4+ 12z — 6.

6. Aproximacion de las raices reales. Claramente,

P(z) = 2* — 42 — 2® + 120 — 6,

P'(z) = 42® — 122 — 20 + 12 = 2(22% — 622 — x + 6)

P'(z) = 120% — 24z — 2 = 2(62°% — 122 — 1).

Como las raices de la ecuacién
622 — 122 —1=0

son
V42
o) =1-— 5 ~ —0.0801232 y ap =1+ 5 ~ 2.08012

8

entonces se verifica que

P'(z) >0, x€ (—00,a1)U (ag,+00)
P'(z) <0, z¢€ (a1,a2).
Por tanto, la funcién P’ es estrictamente creciente en (—oo, aq) U (ag, +00) y

estrictamente decreciente en (aq, a2). Aplicamos el método de Newton para
aproximar cada una de las raices; como

P(z)  (z—1)(32% - 52% — 62 — 6)
P'(z)  2(223 — 622 — 2 +6)
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entonces consideramos la sucesién
0 € R
(21 —1)(322_, — 522 _; — 62,1 — 6) N (10.10)

n—1

2(223_, —622_ —xp_1 +6)

n

Ty =

P(=2)>0> P(-1)
a) Intervalo [—2, —1]: P'(z) < P'(-1) <0, ze€[-2,—1]

P’ (z) >0, x € [-2,—1].
Tomando g = —2 en (10.10) se tiene que
lim =z, =& ~ —1.732051.
n—-+oo

P(0) <0< P(1)
b) Intervalo [0,1]: P'(z) > P'(1) >0, z€]0,1]
P’ (z) <0, z € 10,1].
Tomando xp = 0 en (10.10) se tiene que

lim x, = & ~ 0.585786.

n—4oo

¢) Intervalo [1,2]: aqui la funcién P’(x) cambia de signo (compruébese)
por lo que debemos considerar un intervalo més pequefio como, por
ejemplo, [1.5,2]. Como en este intervalo

P(1.5) > 0> P(2)

P'(z) < P'(15) <0, z€[l5,2]

P'(z) <0, x € [1.5,2],
tomando zp = 2 en (10.10) se verifica que

lim =z, =& ~ 1.732051.

n—-oo
P(3) <0< P(6)
d) Intervalo [3,6]: P'(z) > P'(3) >0, z¢€][3,60]
P"(z) >0, x € [3,6].
Tomando xo = 6 en (10.10) se tiene que

lim x, =& ~ 3.414214.

n—-+oo
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7. Observacién. Las raices exactas del polinomio P son:

£ = —V/3 = —1.732050807..., & =2 —+/2=0.585786437...,
&3 = /3 = 1.732050807 . .., &4 =2++2=3414213562... o

10.8. Raices complejas: método de Bairstow

El método de Sturm sirve para separar y, con la ayuda de los métodos del
capitulo 8, calcular las raices reales de un polinomio; nos proponemos aproximar
ahora las eventuales raices complejas de una ecuacién algebraica. Para ello, em-
plearemos el método de Bairstow, que sirve para aproximar los coeficientes u y v
de un trinomio de la forma

2 —ur —v.
La idea de partida es que si a+1i/ € C son raices de un polinomio P entonces éste
es divisible por

(z = (a+if)(z — (a—if) = (z — @) + * = 2* - 20z + (a” + 7).

Por tanto, una vez obtenidos, de forma aproximada, los valores u y v, a partir del

sistema
20 =1u
a?+p2=—v

se obtienen las raices complejas

—u? —4v
2

aiiﬂ:gii (10.11)

Con vistas a obtener los valores de u y v efectuamos la divisién de P(x) entre
2? —ux —v. Esto dard lugar a un cociente Q(x) y a un resto R(x) que dependeran

de u y v. Claramente

P(z) = (2% —ur —v)Q(z) + R(z) con 0Q =n—2y OR<1 (10.12)

donde
Q(x) = byx" 4 by 12" 4 bzz + by
y
Insistimos en que los coeficientes {b,,,b,—1,...,bo} dependen de u y v.
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Si u y v fueran los valores correspondientes a las raices exactas a£if se tendria
que by = by = 0. La idea es, por tanto, encontrar valores de u y v solucién de

bo(u,v) =0
S
(5) { b1 (u,v) = 0.

El sistema (S), que es no lineal y consta de dos ecuaciones con dos incdgnitas, lo
resolveremos mediante el método de Newton a partir de dos valores iniciales u°
y v°. Como veremos, en este caso particular, la aplicacién del método de New-
ton puede hacerse de una forma especialmente sencilla. Comenzamos probando el
siguiente resultado:

Proposicion 10.4.

a) Los coeficientes de los polinomios Q(x) y R(x) vienen dados por la siguiente
ley de recurrencia:

b, = a,
bp_1 = Gn_1 + ub, (1013)

b = ax + ubgy1 + Vbpyo, k=n—2,n—3,...,0.

b) Denotando por

Oby,
Ck au7 s 4y y
Obi—1
di. = k=1,2
k v ) ) 4y y
se verifica que
cn =0
Cp—1 = by
cx = bi+1 +ucgy1 +vcgye, k=n—2,n—-3,...,0
Y
dn =0
dn—l = bn
di = bp41 + udgy1 +vdgyo, k=n—2,n—-3,...,1.
En consecuencia, para todo k € {1,2,...,n}, se tiene que

Cr = dk.
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DEMOSTRACION.

a) La relacién (10.12) determina que

Zakx x —ur —v (Zbkx’“_2> +b1(x —u) + by
:Z % —qukx —vakxk_z—i—blx—i—bo—ubl
k=2

k=2

n n—1 n—2
=Zbkx —quk_Hx —vakJrgm + bz + by — uby

k=2 k=1 k=0

—~

b ub1 — Ubg) (b1 — ’Lbe — ’Ub3)x

—2
+ Z (b — ubgy1 — Vbpy2)z® + (by_1 — uby)z™t + bz
k=
2

no

3

(b, — ubg41 — vbk+2)xk + (bp_1 — ubp)z™ ™t + bpa™
=0

o

de donde, identificando coeficientes, se obtiene (10.13).

b) A partir de (10.13) se verifica:

_ Pn_ Oan _
“T 0 T o
- 8bn_1 - 8an_1 8(’U,bn) - 8bn o
Cp—1 = w - ou + 9 _O+bn+u8u_b"
y
- Bbk - 8ak 8(ubk+1) a(vbk+2)
= ou  Ou + ou + ou
ob ob
=0+4+bgy1+u L +v k2 brt+1 + uck41 + vCg42
ou ou
para k =n—2,n—3,...,0. Por otra parte,
_Oby1 Dan O(uby,) ob,, ob,
dn = v v + Ov _0+u8v +u%_0’
d 8bn_2 (9&”_2 3(ubn_1) (9(Ub )
LT T oy Ov Ov ov
abn—l 8bn
=0+u 3 +bn+v8v—bn
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o (9bk_1 - 3ak_1 8(Ubk) 6(vbk+1)
dk_@v_8v+3v+8v

=0+ uai k41

k
By + Ok+1 + v By k+1 T Udk+1 + VAg42

parak=n—-2,n-3,...,1. g

*

Con la notacién y los resultados obtenidos en la proposiciéon 10.4 podemos
escribir la matriz jacobiana

dbg Oby
% (U7 U) % (u, U)
‘](50751) (ua U) = b, b,

%(U,U) %(u’ U)

en la forma

co(u,v) di(u,v co(u,v) e (u,v
J@O,bl)(u,v):(o( ) )>:<0( ) el )>.

c1(u,v)  da(u,v) c1(u,v)  ea(u,v)

Cuando esta matriz es no singular, podemos aplicar el método de Newton

u0
( 0) € R? dado
v
uP+! uP _1 [bo(uP,vP)
= — D o\P
<UP+1> (m)) CSICR) <b1(up,vp)
es decir,
u0
( ) € R? dado
W0
Py c1by — cabg

upt! _ uP 1 c2 —cC1 bo coca — C3
= - _
pptl VP coc2 — ¢t \ —¢; ¢ by n c1bg — coby

P 5
CpoC2 — €7

N

Asi pues, para calcular una iteracién a partir de la iteracién anterior basta conocer
los valores de by, b1, cg, ¢1 ¥y Ca. Estos se obtienen, de forma recursiva, mediante
las iteraciones definidas en la proposicién 10.4. En concreto, a partir del valor
(u?,vP)T se calculan los valores

b = ax + uPbgy1 + vVPbgy2
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para k =n,n—1,...,0 (byt2 = byy1 = 0) y, una vez calculados éstos, los valores

’Ck = bpt1 + uPcpq1 +vPcpqo ‘

para k = n—1,n—2,...,0 (ch41 = ¢, = 0). De esta forma se obtienen, en
particular, los ntimeros by, b1, cg, ¢1 ¥ ¢2 v, con ellos, el vector (uP+1 vP+1)T,
Cuando se verifique el test de parada con la precisiéon requerida se toman como
valores de u y v los de uP y vP y, a partir de ellos, se calculan las raices complejas
mediante la férmula (10.11).

Ejemplo 10.8. Vamos a utilizar el método de Bairstow para aproximar las raices
de la ecuacién
2 +z+1=0.

Comenzando en los valores iniciales u = v = 0 y trabajando con un test de parada
de tolerancia 107, se obtienen las siguientes iteraciones del método

(n[  w [ v |

1] -1 -1

2 | 05 i

3 || 036364 | —1.11364
1| 079635 | —1.44693
5 | 0.67714 | —1.44430
6 || 08241 | —1.46566
7 | 0.68233 | —1.46557

siendo, por tanto, las raices complejas aproximadas
&1 =0.34116 + 1.16154¢ y & = 0.34116 — 1.161544.

Si ahora se divide el polinomio de partida por 22 — ux — v con los tltimos valores
de v y v obtenidos, se obtiene una aproximacion de la tercera raiz

€ = —0.68233. o

Observacion 10.10. EIl método de Bairstow sirve, en realidad, para calcular las
raices de un polinomio por pares. Si se aplica sin haber eliminado previamente
todas las raices reales, puede ocurrir que el trinomio 2 — uxz — v tenga dos raices
reales (no puede tener una real y una compleja puesto que w y v son siempre
reales). Esta situacién aparece en el ejemplo 10.9. ¢

Ejemplo 10.9. Consideremos el polinomio

P(z) = 2° — 92* 4 372 — 1032% + 1442 — 70
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cuyas raices son 1 +3i, 1y 34 /2.

Si utilizamos el método de Bairstow, partiendo de los valores u = v = 2 y con
una tolerancia de 107°, se obtienen los valores

u = 2.58579 y v = —1.58579,
que dan lugar a las raices
& =1.58579 y & =1,

aproximaciones de 3 — v/2 y 1, respectivamente. Nétese que ambas son reales.
Dividiendo P(z) entre x? — uz — v, con los valores de u y v anteriores, obtenemos
el polinomio

Q(x) = 2® — 6.414212% + 18.828412 — 44.14210.

Aplicando otra vez el método de Bairstow, a partir de los mismos valores iniciales,
se obtienen las aproximaciones de las raices

€5 =0.99999 + 3i y & = 0.99999 — 3i.

Finalmente, dividiendo por el trinomio correspondiente, se obtiene la aproximacion
de la ultima raiz
&5 = 4.41421. o

10.9. Problemas

10.9.1. Problemas resueltos

10.1. Meétodo de Laguerre para la acotacién de raices. Sea L > 0 de forma que
tanto los coeficientes del cociente como el resto de dividir el polinomio

P(z) = apz" + ap_12" '+ -+ ayx + ag € R[z] con a, #0

entre z — L son no negativos (incluso nulos). Demostrar que entonces L es una
cota superior de las raices de la ecuacién P(x) = 0. Como aplicacién, acotar supe-
riormente las raices reales de la ecuacién

224 4 42 — 5922 — 61z + 30 = 0.
SOLUCION. Por hipétesis,

P(z) = (x — L)Q(x) + P(L)
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donde P(L) >0y
Q(z) =cp12"  Fep 0"+ -+ x4y con ¢; >0
parai=0,1,...,n — 1. Como P = n, entonces 9Q = n — 1 y, por tanto,
Cn—1 > 0.

Consecuentemente,

P(z) >0 si > L,
lo que hace que ningtn valor > L sea raiz de P.
Para acotar superiormente las raices del polinomio
P(x) = 2z* + 42 — 5922 — 61z + 30
aplicamos la regla de Ruffini con valores crecientes de L:

2 4 -59 —61 30 2 4 =59 -61 30

3 6 30 87 —444 4 8 48 —d44 —420
|2 10 —29 148 —414 2 12 -11 105 -390
2 4 59 —61 30 2 4 59 —61 30
5| 10 70 55 —30 6| 12 96 222 966
2 4 11 6 o0 2 16 37 161 996

Por tanto, L = 6 es una cota superior de las raices de P. g

10.2. Método de Newton para la acotacién de raices. Consideremos el polinomio

P(.Z‘) = apz" + an—lxn71 +---+a1x+ag € R[l‘]
Si a, > 0y existe L > 0 verificando
PM(L) >0 (10.14)

para k =0,1,...,n — 1, demostrar que L es una cota superior de las raices de la
ecuacién P(z) = 0. Como aplicacién, hallar una cota superior de las raices de

3zt — 1823 + 2422 — 182 + 73 = 0.
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SOLUCION. Veamos que si & > L entonces P(£) > 0 y, por tanto, £ no es raiz
de P. En efecto, desarrollando por Taylor el polinomio P, teniendo en cuenta la
relacién (10.14) y que OP = n, para x > L se tiene que

n=1 pk) n) oo k)
P(x):ZPTEL)(a:—L)k—FPTEL)(x—L)"—F Z PkiEL)(J:—L)]g
k=0 ’ ’ k=n+1 ’
") nla,
> PTfL)(x _ L= ;ﬂ (x— L)" = ap(z — L)".

Al particularizar en x = £ se concluye que
P(€) > an(6 — L)" > 0.
Como aplicacion, el polinomio P y sus sucesivas derivadas son:
P(x) = 3x* — 1823 + 242% — 182 + 73
P'(z) = 1223 — 5422 + 48z — 18 = 6(22° — 922 + 8z — 3)
P"(x) = 6(62° — 18z + 8) = 12(32? — 9z + 4)
P"(x) =12(6z — 9) = 36(2z — 3).

Vamos tomando valores crecientes de L:

(L] P@)[P@ [ P(L) [P ]

2 73 —18
3 || =737
4 1 78 192 180

Consecuentemente, L = 4 es una cota superior de las raices de P. ¢
10.3. Calcular las raices de la ecuacién 23 — 2% + 3z = 3.
SOLUCION. Denotemos por
P(z) = 2® — 2% + 32 — 3.
Por la regla de los signos de Descartes, las secuencias de signos son
P(z) — {1,-1,3,-3} = 3 cambios de signo

{ P(—z) — {-1,-1,-1,-3} = 0 cambios de signo

por lo que el polinomio P no tiene raices negativas y puede tener
{ 3 raices positivas

1 raiz positiva.
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Los candidatos a raices enteras del polinomio P se encuentran entre los divisores
del término independiente —3. Es decir, de existir raices enteras, éstas deben en-
contrarse entre los nimeros {1,3}. Se comprueba que &; = 1 es la tinica raiz entera
de P, por lo que podemos factorizar el polinomio en la forma

P(:c):x3—x2+3x73:(xfl)(x2+3):(:v71)(m—\/gi) (x+\/§z>

Asi pues, las tres raices de P son & =1, & =3iy & = &y = —V3i. ¢
10.4. Hallar las raices reales, determinando su multiplicidad, de la ecuacién
o — gt 4t —1=0.

SOLUCION. En primer lugar recordemos que todo niimero complejo z € C de
mddulo r > 0y argumento ¥ € [0,27) escrito en la forma

z=re" =r(cos? + isen)

tiene n raices n—ésimas de la forma

- 942k
2 = Yre' w
para k =0,1,...,n— 1. Como se observa, las n raices estan situadas en la circun-
ferencia de centro 0 y radio {/r en los vértices de un poligono regular (de una raiz

2y, se obtiene la siguiente 241 incrementando el argumento de zj en 27“)

Apliquemos lo anterior para calcular todas las raices del polinomio
Plz) =" — 2" + 22 - 1.

Los candidatos a raices enteras de P son los divisores del término independiente
—1, es decir, {—1,1}. Se comprueba que & = —1 y &1 = 1 son raices de P, por lo
que podemos factorizar éste en la forma

P(z) = (x — 1)(z + 1)(z™ +1).

Por otra parte, como

P 41=0= 2l =-1=¢" = = Veir,
se verifica que
. ﬂ 2k +1 2k +1
& = e’(%1+11> = cos % + i sen %
parak =0,1,...,10, son las raices undécimas del nimero —1 (véase la figura 10.4).
Notese que & = —1 es una raiz de P con multiplicidad dos.
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Figura 10.4: Distribucién de las raices undécimas de —1.

De esta forma, las 13 raices del polinomio P son & = —1 (doble), &3 =1y
2k +1 2k +1
& = cos<1L1)7T —l—isen%

para k=0,1,2,3,4,6,7,8,9,10. g
10.5. Si{P, P1,...,P,} eslasecuencia de Sturm del polinomio P(z) probar que
P, (z) = MCD{P(z), P'(x)}.
SOLUCION. Por construccién, como Pp,(z)|Prn—1(z) y
Pr—2(2) = Pyo1(2)Qm-1(2) — P ()

entonces Py, (2)|Ppn—2(z). Reiterando este argumento, se llega a que P, (x)|Pi(x)
Y P (2)|P ().

Por otra parte, si un polinomio Q(z) € R[] es tal que Q(z)|P(x) y Q(z)|P'(z),
por construccién, Q(z)|Py(x). Nuevamente, reiterando este argumento, se concluye
que Q(x)|Pmn(z), obteniéndose asi el resultado. g

10.6. Demostrar el teorema de Sturm en el caso de que el polinomio P tenga
raices reales multiples.

SoLUcION. Con la notacién empleada en la demostracion del teorema 10.4, puesto
que la construccién de la secuencia de Sturm no es mas que el algoritmo de Euclides
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para hallar el méximo comun divisor de P y P’, se tiene que P, divide a todos

los polinomios P;, i =0,1,...,m y, por tanto, podemos considerar los polinomios
Pi(z)
(x) =
para i = 0,1,...,m. Nétese que si = « no es raiz de P entonces P,,(a) # 0y,
asi, el nimero de cambios de signo N («) de la secuencia {Py(«), P1 (), ..., Pn(a)}
coincide con el nimero de cambios de signo M («) de {qo(), q1(a), ..., gm(a)}.

Como los polinomios Py y ¢o tienen las mismas raices reales (sin tener en cuenta
la multiplicidad) bastard probar que si go(a)go(b) # 0 el nimero de raices reales
del polinomio ¢g en el intervalo (a,b) es M(a) — M(b). Queremos, pues, probar el
resultado del teorema de Sturm para la secuencia {qo, ¢1,- - -, ¢n} que, aunque no
es una secuencia de Sturm para gy (pues ¢1 # q), tiene propiedades parecidas. De
hecho, intentaremos adaptar en lo posible la demostracién del teorema de Sturm
que se hizo para el caso de raices reales simples.

a) Comenzamos estudiando el comportamiento de M (z) al pasar por una raiz
x = a de qq. Si el polinomio ¢; fuera la derivada de gy podriamos argumentar
como en el caso de raices simples; en realidad nos basta con que ¢; tenga,
en un entorno de «, el mismo signo que ¢,. Esta propiedad se cumple puesto

que, como
sy Bo(@) P (@) — Po(x) Py, (2) _
qo(w) = 0 (Pm(z))OQ y Po(a) =0
entonces / Pé (a)
qO(a> = Pm(Oé)

y, por tanto,

Pj(a) \*

! _ 0

a(@i(@ = () >0

ya que si « fuera también raiz de P] lo seria de P,,, con la misma multiplici-
By(a)
P (a)

en una unidad al pasar por una raiz * = a de qq.

dad, y el cociente serfa no nulo. Asf pues, la funcién M (z) disminuye

b) Como la secuencia {q1,qa,-..,qn} verifica la ley de recurrencia
{ Gi—2(7) = ¢i—1(2)Qi—1(x) — qi(x), 1=2,3,....,m
Gm () =1 (@m+1(x) = 0)

(véase (10.7)) argumentando como se hizo en el caso de raices simples, se
obtiene que la funcién M (x) no cambia su valor al pasar por una rafz © = «
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de ¢; para i € {1,2,...,m} salvo que « sea también raiz de ¢p en cuyo caso
disminuira en una unidad.

Por tanto, al pasar de a a b la funcién M (z) disminuye en tantas unidades como
raices reales simples tiene go(x) en el intervalo (a,b). De esta forma, M (a) — M (D)
determina el nimero de raices reales de ¢g en el intervalo (a,b). o

10.7. Dados dos ntimeros, a > 0 y b € R, se considera el polinomio

P(z) = 2* — ba? + ax — ab.

a) Encontrar una relacién entre a y b que garantice que la secuencia de Sturm
de P tenga sdlo tres términos {Py(z), Py (z), P2(x)}.

b) Decidir, en el caso en que a y b verifiquen la relacién anterior, el niimero de
raices reales y distintas de P. ;Son simples?

SOLUCION. Dividiendo P(z) entre P;(xz) = P’(x) obtenemos

P(z) = (§ - g) Pi(z) + g((Sa — b2z — dab).

a) Basta tomar b = 4/3a para que b> = 3a > 0 y, por tanto, la secuencia de
Sturm se reduzca a los términos

b
{:c3—bx2+ax—ab,3m2—2bx—|—a,8g}.

b) Distinguimos los dos posibles casos que pueden darse:

i) | b= +3a|Como

entonces

N_ = N(—00) = N(0) =0
{ N, = N(0) — N(+00) = 1

por lo que P tiene una raiz positiva y dos complejas conjugadas (dado
que OP = 3 y las raices de P son simples).
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i) | b= —v/3a | Como ahora

— || - T - 2
0 + + — 1
+00 + + — 1

entonces
{ N_ = N(-o00) = N(0) =1

N, = N(0) — N(+00) =0

por lo que P tiene una raiz negativa y dos complejas conjugadas (dado
que OP = 3 y las raices de P son simples).

Observacidn:

1. En principio podria ocurrir que la secuencia de Sturm tuviera sdlo tres
términos en el caso de que P tuviera raices multiples. Veamos si esto es
posible. Suponiendo que

b # 3a (10.15)

considerariamos

Py(z) = (b* — 3a) z + 4ab

y efectuariamos la divisién entre P;(z) y P(z) para luego escoger una re-
lacién entre a y b (si es que existe) que haga cero el resto de esa division.
Como puede comprobarse (se deja como ejercicio al lector)

Pi(z) = <b2 f - 2(;5”;5)2) b) Py(z) + R(a, b)

siendo el resto de la divisién anterior

2
9a (a + b?
oy = 20l
(3a — b?)
(recuérdese que estamos bajo la hipétesis (10.15)). Por tanto,

R(a,b) =0 & 9a(a+t?)* & a=—-b> <0,

Luego R(a,b) no se anula nunca y, por tanto, no puede darse esta segunda
opcion.
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2. Como facilmente se comprueba, se puede factorizar P en la forma
P(z) = (z — b)(2? + a)
por lo que las tres raices de P son & = b, & = ai y & =&, = —\/ai. o
10.8. Consideremos el polinomio
P(x) = 923 + 92% + 9z + )
donde A € R.

a) Estudiar, en funcién del pardmetro A, el niimero de raices (reales y complejas)
de la ecuacién P(z) = 0. jPara qué valores de )\ las raices de P son multiples?
Hallar todas las raices de P para esos valores de A.

b) Fijado A = /3 encontrar un intervalo donde pueda aplicarse el método
de Newton para calcular una raiz negativa de P. Determinar los primeros
términos de la sucesién definida por dicho método.

SOLUCION.
a) Hallemos la secuencia de Sturm del polinomio P. Como

P'(z) = 2722 + 18z + 9\ = 9(32” + 22 + \),

tomamos
Pi(z) = 32% + 22 + \.

Al dividir P(z) entre P;(x) se obtiene
P(z) = 3z + 1)Pi(x) + 2(3\ — 1)z,
por lo que elegimos
Py(z)=(1—-3N)z si X # %
En esta situacién, como al efectuar la divisién de Pj(x) entre Py(x) resulta

3z + 2
Ry Ny

e =153

distinguimos los diversos casos que pueden presentarse en funciéon de A:
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1
i) SiA= 3 la secuencia de Sturm de P se reduce a {P(x), P;(x)}. Ahora
bien, como

1 1\”
P1(I)=3x2+2$+3=3<$+3> ;

1
se tiene que £ = —3 es raiz triple del polinomio

3
1 1
P(x):9x3+9x2+3x+3=9(m+3) .

ii) Si A = 0 la secuencia de Sturm del polinomio P es {P(x), Pi(x), Px(z)}.

En este caso, como Py(x) = = entonces £ = 0 es raiz doble de P. Por
tanto,

P(z) = 92° + 927 = 92%(x + 1)

de donde se deduce que & = —1 es raiz simple de P.

1
iit) Para valores \ ¢ {O, 3} la secuencia de Sturm del polinomio P es

{P(z), P1(x), P2(x), Ps(x)} siendo

por lo que todas las raices del polinomio P(z) son simples. Distinguimos,
a su vez, las tres posibilidades que pueden presentarse:

a) Si A < 0 obtenemos los siguientes valores

l T H P(x) ‘ Pi(x) ‘ Py (x) ‘ Ps(x) H N(x) ‘
0 — —
+00 + +

+|+[+

— 3
0 1
+ 0

de donde
{ N_ = N(-o0) — N(0) =2

Ny =N(0)—N(+x) =1
por lo que P tiene dos raices negativas y una positiva.

1
B) Sio< A< 3 se obtiene
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de donde
{ N_=N(-o0) - N(0)=1

Ny = N(0) = N(+00) =0

por lo que P tiene una raiz negativa y las otras dos son complejas
conjugadas (por ser 9P = 3 y tener P las raices simples).

1
~) Finalmente, si A > 3 entonces

l T H P(x) ‘ Pi(x) ‘ P (x) ‘ Ps(x) H N(x) ‘

—00 — + + — 2
0 + + 0 - 1
+oo || + + - — 1

por lo que, nuevamente
N_=N(-)-N(0)=1
{ N =N(0) — N(4+00) =0
y, por tanto, P tiene una raiz negativa y dos complejas conjugadas.

b) Cuando X\ = /3 se sabe, por el apartado anterior, que el polinomio
P(z) = 92% + 922 + 9v3z + V3

tiene una raiz negativa y dos complejas conjugadas. Busquemos un intervalo
donde podamos aplicar el método de Newton para aproximar la raiz negativa
¢ de P(x) = 0. Claramente,

P'(z) =9(322 +22+3) >0,z € R
<0, 0<—1

ye L

’ 3

P'(2) = 18Bz +1){ =0, 2 = _%
1

>0, 2> —-

De esta forma, como

P <é> <0< P(0)

P(z)>0y P'(z) >0,z € {—2,0}
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la sucesion del método de Newton

922 1 +922_ | +9vV3z, 1+ V3

,nmeN
9322 | + 22,1+ V3)

Tp = Tp—1 —

comenzando en xy = 0 converge a la raiz negativa de P. Los primeros
términos de la sucesion anterior vienen dados en la siguiente tabla:

|

[ Zn |
0
0111111111111
0.11820541635719
0.11822700626632
0.11822700646197

Sl W~ o| S

10.9. Calcular las raices del polinomio
P(z) = 22° — ma* — 823 4 4na® + 8x — 4m.
SOLUCION. Hallemos la secuencia de Sturm del polinomio P:
i) P(z) = 225 — ot — 823 + 4ma? + 8z — 4r.

P'(x)
2

it) Pi(z) = = 5xt — 273 — 1222 + dnx + 4.

iit) Al efectuar la divisién de P(x) entre P;(z) se obtiene (compruébese como

ejercicio) que

2 2
P(z) = (; — ;5) Pl(x)—k% (—(7r2 + 40)3’,‘3 + 247x? + 2(7r2 +40)x — 487r)

por lo que podemos tomar

Py(z) = (7% + 40)x® — 2472? — 2(w? + 40)x + 487.

iv) Al dividir Py (z) entre Pa(x) se llega a (compruébese también como ejercicio)

5 2m(20 — 7%)

7t — 1672 + 64
Pi(z) =
1) (71'2 FT R FERT )

(72 + 40)2

)PQ(x)+50 (2 — 2?).

Como 7* — 1672 + 64 > 0 podemos tomar

Py(x) = 2 — 2.
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v) Al efectuar la divisién entre Py(x) y Ps3(z) se obtiene (compruébese nueva-
mente)
Py(z) = ((7* + 40)z — 247) P3(x)

por lo que Py(z) = 0.
Asi pues, la secuencia de Sturm del polinomio P es
{P(z), P1(z), Pa(x), Ps(2)} .
Por otro lado, como
P3(z) = 2® —2 = (z + V2)(z — V2) = MCD {P(x), P'(z)}

se obtiene que &, = V2 y & = —+/2 son raices dobles de P. Por tanto, el polinomio
P puede factorizarse en la forma

P(z) = (¢ + V2)2(x - V2)2(22 — ),

de donde se obtiene que £3 = — es la tercera raiz de P. g

T

2

10.10. Encontrar una aproximacion de las raices de la ecuacion algebraica
27 — 23 + 22 — T +3=0.

SOLUCION. Denotemos por {£1,&2,£3,£4} C C las raices de la ecuacion.

1. Numero de raices positivas y negativas. A partir de

P(z) =22* — 23 +22% — Tz + 3
{ P(—z)=22" + 23+ 22> + Tx + 3
se obtienen las secuencias de coeficientes
P(z) — {2,-1,2,-7,3} = 4 cambios de signo
{ P(—z) — {2,1,2,7,3} = 0 cambios de signo.

Por tanto, por la regla de los signos de Descartes, el polinomio P no tiene
raices negativas y puede tener

4 raices positivas
2 raices positivas

Ninguna raiz positiva.
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Acotacién de las raices. Aplicando el método de McLaurin se tiene que

1
)\:max{37771 }:7 = 1+>\:§

2°2772( 73
a2 127 T 10 3
= X — —, —. — p = — = - = __
a 3'3'33( " 3 Py 715, 10

por lo que para cada k € {1,2,3,4} se tiene que

3 9
0.3 < &l < 3= 4.5.

" 10

Raices enteras. Los divisores positivos de ag = 3 son {1,3}. Mediante el
algoritmo de Horner se comprueba que el polinomio P no tiene raices enteras.

Raices racionales. Como los divisores positivos de a4 = 2 son {1, 2}, las po-
sibles raices racionales positivas de P son

(b3

1
Mediante el algoritmo de Horner se comprueba que & = 3 es la tunica raiz

racional del polinomio P.

Deflacién. A la vista del apartado anterior podemos factorizar el polinomio
P en la forma

1 1
P(z) = (x—2> (2x3+2x—6):2(m—2) (z% + 2 - 3).
De esta forma, en lo sucesivo trabajaremos con la ecuacién Q(z) = 0 siendo

Qr) =2 +2—3.

La secuencia de signos en el polinomio @ es {+,+,—} por lo que, por la
regla de los signos de Descartes, @ tiene una raiz positiva (ya se sabe que
@ no puede tener raices negativas pues, en ese caso, las tendria también P).
Por tanto el polinomio P tiene dos raices positivas (una de ellas es & = %),
ninguna negativa y, por tanto, las otras dos raices son complejas conjugadas.

Separacién de raices. Como Q(1) = —1 < 0 < 7 = Q(2) por el teorema de
Bolzano existe &5 € (1,2) tal que Q(&) = 0. Por tanto, la tnica raiz positiva
de @ se encuentra en el intervalo (1, 2).
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7. Método de Newton. Como

Q'(z)=322+1>0, z€ll,2]
Q" (z) =6z > 0, z €1,2]
si consideramos la sucesion

x0:2

se verifica que

lim =z, = &.
n—-+oo

Los primeros términos de la sucesiéon anterior vienen dados en la siguiente
tabla:

N

2

1.46153846153846
1.24778815433768
1.21418456499057
1.21341206394728
1.21341166276234
1.21341166276223

|| wiN— ol S

8. Deflacion. Si tomamos £ ~ 1.21341166276223 y escribimos el polinomio @
€omo

Q(z) ~ (z — 1.21341166276223)Q(z) con HQ = 2

se obtiene que
Q(z) = 2% + 1.21341166278x + 2.47236765561,
polinomio que tiene por raices
o+ fi ~ —0.606705831781 + 1.450612177364.
Se obtiene asi una aproximacién de las raices complejas de P. g
10.11. Aproximar las raices reales de la ecuacién algebraica

22% — 10022 + 22— 1 =0.
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SoLuciON. Consideremos el polinomio
P(x) = 22° — 10022 + 2z — 1
y denotemos por {&1, &2, &3,8&4,&5} C C sus raices.

1. Numero de raices positivas y negativas. Puesto que

P(z) =22° — 10022 4+ 2z — 1
P(—x) = =225 — 10022 — 2z — 1,

el método de Descartes asegura que P no tiene raices negativas y puede tener
1 o 3 positivas.

2. Acotacion de las raices. Como

1
A= max{2,1,50} =50 y pu= IIla,X{27 100,2} =100

entonces
0009900*ifi<|§ |<1+A=51
' T101 14 ok

para k =1,2,3,4,5. De esta forma, puesto que P no tiene raices negativas,
podemos asegurar que todas sus raices reales se encuentran en el intervalo

(0.009900, 51).

3. Raices enteras. El nico candidato a raiz entera, x = 1, claramente no lo es.

4. Raices racionales. Como a5 = 2, el tinico candidato a raiz racional es x = —

3

mediante el algoritmo de Horner se comprueba que P < ) #0.

5. Separacién de raices. La secuencia de Sturm del polinomio P(z), calculada
mediante un programa como el que se propone en la practica 10.3, viene
dada por

P(z) = 2z° — 10022 + 2z — 1
Py(z) = 10z* — 2002° + 2
Py(x) = 6022 — 1.6z + 1
Ps(z) = 200.0087z — 2.0027
Py(z) = —0.9900.

A partir de ella, deducimos la tabla:
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por lo que el polinomio P tiene una tnica raiz real £ que serd simple (por
ser 0Py = 0). Aplicando reiteradamente el proceso de biparticién, se llega a
que la raiz & se encuentra en el intervalo (3,4).

6. Aproximacién de la rafz. Veamos que en el intervalo [3,4] se satisfacen las
hipotesis de convergencia del método de Newton. Claramente,

P(3) = —409 < 0 < 455 = P(4),

P'(x) = 10z* — 200z +2 y P"(x) = 402> — 200.

Como
P’ (z) >0, x € [3,4]

se verifica que la funcién P’ es estrictamente creciente en el intervalo [3, 4],
por lo que
P'(z) > P'(3) =212 >0, = € [3,4].

De esta forma, aplicando el método de Newton, la sucesién dada por

o = 4
P(zn_1) 8x5 |, — 10022 _; +1
n = Ln-1— = y €N
I = It T i) T 2(5at, — 10021 + 1)

converge a la raiz & de P. Los primeros términos de la sucesién anterior
vienen dados en la siguiente tabla:

|

[ Zn |
4

3.74177071509648
3.68134434305652
3.67826072652546
3.67825295053744
3.67825295048808

g | Wi~ ol| S

10.9.2. Problemas propuestos

10.12. Hallar las raices reales y complejas, determinando su multiplicidad, de la
ecuacion
o2 M Y P —1=0.
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10.13. Acotar las raices de las siguientes ecuaciones:
a) #° —at + 23 —22+1=0.
b) 27 — 528 — 272° + 323 + 422 + Tz — 2 = 0.

10.14. Separar en intervalos de longitud uno, mediante el método de Sturm, las
raices reales de las ecuaciones:

a) x° =32+ 223 - 322 + 42 +1=0.
b) 2° —at+ 23— 22 +1=0.
10.15. Aproximar las raices del polinomio
P(z) = 52° — 17x* — 792° 4 2692 — 34z — 24.
10.16. Calcular las raices de la ecuacién
2 —zt 42— +1=0.
10.17. Consideremos el polinomio
P(z) =2 + V622 + 20 + )
donde A > 0.

a) Estudiar, en funcién del pardmetro A, el ntimero de raices (reales y complejas)
de la ecuacién P(z) = 0.

b) jPara qué valores de M las raices de P son multiples? Hallar todas las raices
de P para esos valores de .

¢) Fijado A = 1, encontrar un intervalo donde pueda aplicarse el método
de Newton para calcular una raiz negativa de P. Determinar los primeros
términos de la sucesién definida por dicho método.

10.18. Dados A, x> 0 se considera el polinomio
)\2
P(z) = 23 + \2? + 3 + p.

a) Hallar la secuencia de Sturm para el polinomio P(x), distinguiendo los di-
versos casos que pueden presentarse en funcién de los valores que tomen los
parametros Ay .
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b) Determinar, en funcién de A y p, el tipo de raices (reales y complejas) que
tiene P(x).

¢) Encontrar intervalos y valores iniciales en que se pueda aplicar el método de
Newton para aproximar las raices reales de la ecuacion

2’ +32°+3x+3=0
determinando los primeros términos de la sucesiéon que define dicho método.
10.19. Se considera la ecuacién algebraica
2° 4+ x* + 52® + 222 — 137 — 10 = 0.
Determinar el niimero de raices positivas.

b) Encontrar una raiz racional negativa.
) Hallar el niimero de raices reales y complejas de la ecuacién anterior.

Determinar un intervalo donde se pueda aplicar el método de Newton para
aproximar la raiz positiva mas pequena, asi como los primeros términos de
la sucesién {z,}52, que determina dicho método.

10.10. Practicas

10.1. Escribir un programa que, a partir de un polinomio dado, calcule las cotas
de sus raices mediante el método de McLaurin.

10.2. Programar la evaluacién de un polinomio en un punto mediante el algorit-
mo de Horner. Comparar con el comando polyval de MATLAB.

10.3. Escribir una funcién en MATLAB que calcule la secuencia de Sturm de un
polinomio dado.

10.4. Programar el método de Sturm para el célculo de las raices reales y dis-
tintas que tiene un polinomio en un intervalo dado.

10.5. Adaptar el programa de la practica 8.3 para el caso particular de que la
funcién F' sea un polinomio.

10.6. Programar el método de Bairstow. Aplicarlo a los polinomios de los ejem-
plos 10.8 y 10.9.
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11 Apéndice: Introduccidén al programa
MATLAB

En este apéndice se pretende dar un primer paso en el aprendizaje del uso
del programa MATLAB. Todas las practicas propuestas en este libro pueden ser
desarrolladas a partir de la edicién del estudiante (véase [Ha—Li]). Estas notas no
pretenden, ni mucho menos, equipararse a un manual del programa; simplemente
pretenden introducir al lector en el manejo del mismo. El lector puede encontrar
eventuales actualizaciones de estas notas en las siguientes paginas WEB:

http://www.mat.ucm.es/"infante o  http://www.mat.ucm.es/ jrey
Antes de comenzar, hagamos algunas consideraciones generales:
a) MATLAB distingue entre maytsculas y mintusculas.

b) La comilla * es la que, en un teclado estdndar, se encuentra en la tecla de la
interrogacion.

¢) Los comentarios deben ir precedidos por % o, lo que es lo mismo, MATLAB
ignora todo lo que vaya precedido por el simbolo %.

d) La ayuda de MATLAB es bastante 1til; para acceder a la misma basta teclear
help. Es recomendable usarla para obtener una informacién més precisa
sobre la sintaxis y diversas posibilidades de uso de los comandos.

A continuacion se detallan los comandos béasicos con los que conviene familia-
rizarse con vistas a realizar las préacticas de este libro. Se entiende que el usuario
teclearia lo que aparece después del simbolo >>, que se supone que es el prompt
de la mdquina, (de hecho, lo éptimo serfa que el aprendiz de MATLAB reprodujera
estos y parecidos ejemplos por si mismo) y, a continuacién, aparece la respuesta
que MATLAB daria a la instruccion tecleada. Los comentarios aparecen después del
stmbolo % .
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11.1. Generalidades

Los calculos que no se asignan a una variable en concreto se asignan a la
variable de respuesta por defecto que es ans (del inglés, answer):

>> 243
ans =
5

Sin embargo, si el calculo se asigna a una variable, el resultado queda guardado
en ella:

>> x=2+3
X=
5

Para conocer el valor de una variable, basta teclear su nombre:

Si se anade un punto y coma (;) al final de la instruccién, la méquina no muestra
la respuesta . ..

>> y=5%x4;

... pero no por ello deja de realizarse el célculo.

Las operaciones se evalian por orden de prioridad: primero las potencias, después
la multiplicaciones y divisiones y, finalmente, las sumas y restas. Las operaciones
de igual prioridad se evaliian de izquierda a derecha:

>> 2/4%3
ans =
1.5000

>> 2/(4%x3)
ans =
0.1667

Se pueden utilizar las funciones matematicas habituales. Asi, por ejemplo, la fun-
cién coseno,
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>> cos(pi) % pi es una variable con valor predeterminado
ans = % 3.14159...
-1

o la funcién exponencial.

>> exp(1) % Funcién exponencial evaluada en 1, es decir,
ans = % el nimero e
2.7183

Ademas de la variable pi, MATLAB tiene otras variables con valor predeterminado;
éste se pierde si se les asigna otro valor distinto. Por ejemplo:

>> eps % épsilon de la maquina. Obsérvese que MATLAB
ans = % trabaja en doble precisién.
2.2204e-016

pero ...

>> eps=7
eps =
7

Otro ejemplo de funcién matemadtica: la raiz cuadrada; como puede verse, trabajar
con numeros complejos no da ningtn tipo de problema. La unidad imaginaria se
representa en MATLAB como i o j, variables con dicho valor como predeterminado.

>> sqrt(-4)
ans =
0+2.00001

El usuario puede controlar el niimero de decimales con que aparece en pantalla el
valor de las variables, sin olvidar que ello no esta relacionado con la precisién con
la que se hacen los calculos, sino con el aspecto con que éstos se muestran:

>> 1/3
ans =
0.3333

>> format long
>> 1/3

ans =
0.33333333333333

>> format % Vuelve al formato estandar que es el de
% 4 cifras decimales.
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Para conocer las variables que se han usado hasta el momento:

>> who
Your variables are:
ans eps x y

o, si se quiere més informacién (obsérvese que todas las variables son arrays):

>> whos

Name Size Bytes Class
ans 1x1 8 double array
eps 1x1 8 double array
X 1x1 8 double array
y 1x1 8 double array

Grand total is 4 elements using 32 bytes
Para deshacerse de una variable:

>> clear y

>> who

Your variables are:
ans eps x

11.2. Vectores y matrices

Para definir un vector fila, basta introducir sus coordenadas entre corchetes:

>> v=[1 2 3] % Vector de 3 coordenadas.
v=
123

>> w=[4 5 6];

El operador ’ es el de trasposicién (en realidad trasposicién y conjugacion):

Si queremos declarar un vector de coordenadas equiespaciadas entre dos dadas,
por ejemplo, que la primera valga 0, la tltima 20 y la distancia entre coordenadas
sea 2, basta poner:
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>> vectl1=0:2:20
vectl =
02468 10 12 14 16 18 20

Equivalentemente, si lo que conocemos del vector es que la primera coordenada
vale 0, la tltima 20 y que tiene 11 en total, escribiremos:

>> vect2=linspace(0,20,11)
vect2 =
02468 10 12 14 16 18 20

A las coordenadas de un vector se accede sin méas que escribir el nombre del vector
y, entre paréntesis, su indice:

>> vect2(3)
ans =
4

y se pueden extraer subvectores, por ejemplo:

>> vect2(2:5)
ans=
2468

>> vect1(:)

Las matrices se escriben como los vectores, pero separando las filas mediante un
punto y coma; as{ una matriz 3 x 3:

>> M=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
M:
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>> M % Su traspuesta (su adjunta).

mat = % También es una matriz 3x3.

A los elementos de una matriz se accede sin mas que escribir el nombre de la matriz
y, entre paréntesis, los respectivos indices:

>> mat(1,3) % Elemento de la primera fila y tercera
ans = % columna de la matriz mat.
3

También se puede acceder a un fila o columna completas,

>> mat(:,2) % Segunda columna de mat.
ans =

2

5

0

>> mat(2,:) % Su segunda fila.
ans =
456

acceder a la matriz como si fuera una columna,

>> M(2:7) % Los elementos segundo a séptimo de la
ans = % matriz como columna.

4

7

2

5

8

3

© Ediciones Pirdamide



Vectores y matrices 491

o acceder a cualquiera de sus submatrices:

>> mat(2:3,[1 3])

ans = % Submatriz formada por los elementos que
46 % estan en "todas" las filas que hay entre
01 % la segunda y la tercera y en las columnas

% primera y tercera.
Existen algunas matrices definidas previamente; por ejemplo, la matriz identidad,

>> eye(5) % eye se pronuncia en inglés como I.
ans

O O O O =
O OO+~ O
O O O O I
O, O OO
=, O O O O

la matriz nula,

>> zeros(3)
ans

0
0
0

o O O
o O O

o la matriz cuyos elementos valen todos 1:

>> ones(4)

[]
=]
0]

e
=R e
i e et i |
e

Se puede conocer el tamano de una matriz y la longitud de un vector:

>> size(mat) % Dimensiones de la matriz mat (nimero de
ans = % filas y de columnas).
33

>> size(v)
ans =
13
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>> length(v) % Longitud del vector (numero de coordenadas)
ans =
3

Existen comandos que permiten crear de forma sencilla matrices. Por ejemplo:

>> diag(v) % Matriz diagonal cuya diagonal
ans = % es el vector v.

100

020

003

>> diag(diag(M)) % Matriz diagonal con la diagonal de M.

ans = % La sentencia diag(M) da el vector formado
100 % por la diagonal de la matriz M.

050

009

>> diag(ones(1,4),1)+diag(ones(1,4),-1)

ans = % Matriz tridiagonal 5x5 con O en la diagonal
01000 % principal y 1 en la sub y superdiagonal.
10100

01010

00101

00010

>> tril(M) % Matriz formada por la parte triangular
ans = % inferior de M.

100

450

789

>> triu(M) % Matriz formada por la parte triangular
ans = % superior de M.

123

056

009

11.3. Operaciones con vectores y matrices

Las funciones matematicas elementales estdn definidas de forma que se pueden
aplicar sobre arrays. El resultado es el array formado por la aplicacion de la funcion
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a cada elemento del array. Asf:

>> log(v)
ans =
0 0.6931 1.0986

>> p=(0:0.1:1)*pi % Vector definido como el producto de un
p = % vector por un escalar.

Columns 1 through 7

0 0.3142 0.6283 0.9425 1.2566 1.5708 1.8850

Columns 8 through 11

2.1991 2.5133 2.8274 3.1416

>> x=sin(p)

x =

Columns 1 through 7

0 0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511
Columns 8 through 11

0.8090 0.5878 0.3090 0.0000

Las operaciones habituales entre arrays (suma, resta y producto escalar de vecto-
res; suma, resta, producto y potencia de matrices) se representan con los opera-
dores habituales:

>> v,w % Recordamos los valores de v y w.

v =

123

W =

456

>> z=v*u’ % Producto escalar.

z = % (Producto de matrices 1x3 por 3x1).
32

>> Z=w’*vy % Producto de matrices 3x1 por 1x3 =
Z = % matriz 3x3.

4 8 12

5 10 15

6 12 18

>> vy % Los vectores v y w no se pueden multiplicar.

??? Error using ==> x*
Inner matrix dimensions must agree.
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>> mat % Recordamos el valor de la matriz mat.

[N
o o N
= o W

>> mat”2 % Matriz mat elevada al cuadrado.
ans =

9 12 18

24 33 48

0 0 1

También pueden efectuarse multiplicaciones, divisiones y potencias de arrays, en-
tendiéndolas como elemento a elemento (como, de hecho, se realizan la suma y la
resta). El operador utilizado para ellas es el habitual precedido por un punto; es
decir:

>> vy % Vector formado por los productos de

ans = % las respectivas coordenadas:

4 10 18 % ans(i)=v(i)*w(i).

>> w./v % Vector formado por el cociente de cada
ans = % coordenada de w entre la coordenada corres-
4.0000 2.5000 2.0000 % pondiente de v: ans(i)=w(i)/v(i).
>> mat."2 % Matriz cuyos elementos son los de mat

ans = % elevados al cuadrado: ans(i,j)=mat(i,j) 2.
1 4 9

16 25 36

0 0 1

Finalmente, pueden calcularse determinantes:

>> det (mat)
ans=
-3

y resolverse sistemas de ecuaciones lineales con el versatil comando \:

>> mat\v’
ans=
2.6667
-5.3333
3.0000
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11.4. Variables légicas

También existen variables légicas que toman los valores 0 (falso) o 1 (verdade-
ro). Por ejemplo:

>> abs(v)>=2 % Vector 16gico cuyas coordenadas valen 1 si
ans = % la coordenada correspondiente de v es >= 2
011 % y O si no lo es.

>> vector=v(abs(v)>=2)
vector = % Vector formado por la coordenadas de v que
23 % verifican la desigualdad.

>> v2=[3 2 1]
v2 =
321

>> logica=v==v2 % Asignacién de un valor 16gico (el signo
logica = % igual doble es el igual 1légico).
010

>> logic2=v~=v2 ¥ Distinto (” es el operador de negacién)
logic2 =
101

11.5. Polinomios

Se puede trabajar con polinomios: basta tener en cuenta que un polinomio no
es mas que un vector. El orden de los coeficientes es de mayor a menor grado, por
ejemplo:

>> p=[1 02 0 3] % Polinomio x"4+2%x"2+3

p=
10203

>> g=[2 1 0] % Polinomio 2*x~2+x
q
2

=l

0
MATLAB tiene funciones especificas para polinomios como:
>> polyval(p,-1) % Evaluacién del polinomio x"4+2x"2+3 en x=-1.

ans =
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11.6.

Dentro del médulo (toolboz) de matemética simbdélica, se utiliza el programa de
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>> pro=conv(p,q)
pro =
2142630

>> deconv(pro,p)
ans =
210

>> roots(pro)
ans =

0
0.6050+1.1688i
0.6050-1.16881
-0.6050+1.16881
-0.6050-1.16881
-0.5000

% Producto de los polinomios p y gq.

% Cociente entre pro y p; obviamente,
% el resultado es q.

% Raices del polinomio pro.

>> poly([i -1 1/2 pil) 7% Polinomio ménico que tiene por raices

ans =

% a los numeros i,-i, 0.5 y pi.

1.0000 -3.6416 2.5708 -3.6416 1.5708

Derivadas y primitivas

calculo simbdlico MAPLE. Con estas herramientas, se puede trabajar con funciones,

>> f=’gsin(x)’
£ =
sin(x)

calcular derivadas,

>> diff (sym(£))
ans =
cos (%)

>> diff (sym(£f),2)
ans =
-sin(x)

o encontrar primitivas:

% Funcién sin(x) definida mediante una
% cadena de caracteres.

% Derivada segunda de f.
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>> int(sym(’log(x)’)) % Primitiva de la funcién logaritmo.
ans =
x*xlog(x)-x

>> diff (sym(’x*log(x)-x’))
ans = % Comprobacidn.
log(x)

11.7. Graficas de funciones

MATLAB tiene un gran potencial de herramientas graficas. Se pueden dibujar los
valores de un vector frente a otro (de la misma longitud).

>> x=pix(-1:0.1:1);

>> y=x.*sin(x) ;

>> plot(x,y) % Por defecto une los puntos (x(i),y(i))
% mediante una poligonal.
% (Ver la figura 11.1)

1.8

161

14

1.2

0.8

0.6

04

0.2

Figura 11.1: Funcién f(z) = zsenx con paso h = 0.1.

Como se ve, con pocos puntos la grifica tiene un aspecto demasiado lineal a
trozos. Para “enganar” al ojo, basta tomar méas puntos.

>> x=pi*(-1:0.01:1);
>> y=x.*sin(x) ;
>> plot(x,y) % Ver la figura 11.2

También pueden dibujarse funciones. Asi:
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181

161

14

1.2f

0.8

0.6

041

0.2

Figura 11.2: Funcién f(z) = zsenx con paso h = 0.01.

>> fplot(’sin(x)’, [0 2%pil) % Dibuja la funcién seno en
% el intervalo [0,2*pi].
% (Ver la figura 11.3)

0.8

0.6

041

0.2

Figura 11.3: Funcién f(z) = senz en [0, 27].

>> hold on % Mantiene en la ventana grafica los
% dibujos anteriores.
>> fplot(’cos(x)’,[0 2xpi]) 7% Dibuja sobre la grafica anterior
% la funcién cos(x).
% (Ver la figura 11.4)
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Figura 11.4: Funciones f(z) =senz y g(z) = cosz en [0, 27].

>> hold off % Con esto olvida los dibujos anteriores
% y dibuja en una ventana nueva.
>> fplot(’x"2*sin(1/x)’,[-0.05 0.05]) % f(x)=x"2*sin(1/x).
% (Ver la figura 11.5)

x10°

-15r

2t

-25
-0.05 0 0.05

Figura 11.5: Funcién f(z) = z%sen 1 en [—0.05,0.05].
x

También puede usarse el versétil comando ezplot (se lee como easy plot) que
permite dibujar funciones,
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>> ezplot(’exp(x)’) % Dibuja la funcién exponencial en un
% intervalo adecuado a la funcién
% (Ver la figura 11.6)

exp(x)

Figura 11.6: Funcién f(z) = e”.

curvas en paramétricas,

>> ezplot(’sin(t)’,’cos(t)’,[0 pil) % (Ver la figura 11.7)

X = sin(t), y = cos(t)

0.8F

0.6

0.4

0.2

-1 I I I
-0.5 0 0.5 1 15
X

Figura 11.7: Curva (z,y) = (sen(t), cos(t)) para t € [0, 7].
e implicitas

>> ezplot(’x"2 - y°2 - 1) % (Ver la figura 11.8)
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X2 - y2 -1=0
6 : .
ab
2

> 0 4

b
-4

-6 L L L L L N
-6 -4 -2 0 2 4
X

mando ezsurf,

Figura 11.8: Curva implicita 2 — 34> —1 =10

También permite dibujar superficies. La forma més sencilla es mediante el co-

>> ezsurf (’sin(xxy)’,[-2 2 -2 2])

=

1/

17
1112

S

1%
Y

==
R

oS

_

X
X
N
N
N
NS
A

N

aunque se pueden realizar graficas mas sofisticadas:

>> t£=0:0.001:0.009;
>> v=900:1025;

© Ediciones Pirdmide

Z ::}:‘:f’i%"""""’"
it 4’0’ o
,1111;":;5’5’/’"".“ )

&

sin(x y)
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>> [T V]=meshgrid(t,v);

>> aux1=16*pi~2*(T. 2) .*x((V-918) .72) .x((V-1011).72);
>> aux2=aux1+(2%V-1929).72;

>> w=T./aux2;

>> z=35000000%*w;

>> surfl(t,v,z); % Este comando dibuja la superficie creada
>> shading interp; % mediante las 6rdenes anteriores. Los si-
>> colormap(pink); ' guientes sirven para modificar el dibujo.
>> rotate3d; % Sirve para girar la figura con el raténm.

% Ver la figura 11.10.

900 o0

Figura 11.10: Gréfica de una superficie.

11.8. Programacion con MATLAB

Para escribir un programa con MATLAB habrd que crear un fichero que tenga
extension .m y contenga las instrucciones. Esto se puede hacer con cualquier editor
de textos, pero tiene algunas ventajas usar el editor propio de MATLAB llamado
medit.

MATLAB trabaja con memoria dindmica, por lo que no es necesario declarar las
variables que se van a usar. Por esta misma razén, habra que tener especial cuidado
y cerciorarse de que entre las variables del espacio de trabajo no hay ninguna que se
llame igual que las de nuestro programa (proveniente, por ejemplo, de un programa
previamente ejecutado en la misma sesién), porque esto podria provocar conflictos.
A menudo, es conveniente reservar memoria para las variables (por ejemplo, si se
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van a utilizar matrices muy grandes); para ello, basta con asignarles cualquier
valor. Del mismo modo, si se estd usando mucha memoria, puede ser conveniente
liberar parte de ella borrando (clear) variables que no se vayan a usar més.

Un programa escrito en MATLAB admite la mayoria de las estructuras de pro-
gramacién al uso y su sintaxis es bastante estandar. En los siguientes ejemplos se
muestra la sintaxis de algunas de estas estructuras (if, for, while,...).

a) Calcular la suma de los n primeros términos de la sucesién 1,2z, 322, 423, . ..,
para un valor de z dado:

n=input(’;Cudntos términos quieres sumar? ’);
x=input(’Dame el valor del nimero x ’);
suma=1;
for i=2:n
suma=suma+i*x~ (i-1);
end
disp(’El valor pedido es’)
disp(suma)

b) Decidir si un ntimero natural es primo:

n=input (’Nimero natural que deseas saber si es primo ’);
i=2;
primo=1;
while i<=sqrt(n)
if rem(n,i)==0 Y Resto de dividir n entre i.
primo=0;
break
end
i=i+1;
end
if primo
disp(’El nimero dado es primo.’)
else
disp(’El nimero dado no es primo.’)
disp(’De hecho, es divisible por:’)
disp(i)
end

¢) Escribir un nimero natural en una base dada (menor que diez):
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n=input(’Dame el nimero que quieres cambiar de base ’);
base=input (’;En qué base quieres expresarlo? ’);

i=1;
while n>0

c(i)=rem(n,base);

n=fix(n/base);

i=i+1;
end

% Parte entera de n/base.

disp(’La expresién en la base dada es:’)

i=i-1;

disp(c(i:-1:1))

Por 1ltimo, también pueden programarse funciones. La primera instruccion de un
fichero que contenga una funcién de nombre fun debe ser:

function [argumentos de salidal=fun(argumentos de entrada)

Es conveniente que el fichero que contenga la funcién se llame como ella; asi, la
funcién anterior deberia guardarse en el fichero fun.m; por ejemplo, si se desea
programar una funcién que calcule, mediante el algoritmo de Euclides, el maximo
comun divisor de dos nimeros naturales, basta escribir un fichero euclides.m
cuyo contenido sea:

function m=euclides(a,b)
% Calculo del maximo comiin divisor de dos nimeros naturales
% mediante el algoritmo de Euclides.

if a<b
c=b;
b=a;
a=c;

end

while b>0
c=rem(a,b);
a=b;
b=c;

end

m=a;

Si, una vez escrito el fichero anterior, en el espacio de trabajo o en un programa

se escribe la instruccion

mcd=euclides(33,121)

en la variable mcd se almacenara el valor 11.
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Las variables de una funcién son siempre locales. Por tanto, aunque en el seno
de la funcién se modifiquen los argumentos de entrada, el valor de las variables
correspondientes queda inalterado. Por ejemplo, en la funcién euclides.m se mo-
difica el valor de los argumentos de entrada, pero, sin embargo:

>> x=15;
>> mcd=euclides(x,3);
>> x
x =
15

Si se pretende que las modificaciones de un argumento de entrada afecten a la
variable correspondiente, deberd situarse dicho argumento, ademas, en la lista de
argumentos de salida.
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